ODPOWIEDZI, WSKAZOWKI, ROZWIAZANIA 163

6.35 63 lata.
Rozwigzanie. Oznaczenia: a, b, ¢, d, x — wick odpowiednio matkd, ojca, pierwszego dziecka, drugiego dziecka, dziadka.

atbierd _p3 gad avbretrd=92 LEECEIIX 51 ug (a4 brerd)+r=155.

Podstawiajac do ostatniego rownania w miejsce sumy a + b + ¢ + d liczbg 92, otrzymujemy 92 +x = 155, stad x = 63.

6.36 Mediana: 1, $rednia arytmetyczna: 1,6.
Rozwiazanie. Zestaw danych sklada sie z 25 liczb: 0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3,4,4,
Srodkowa liczba w uporzadkowanym niemalejaco powyzszym zestawie danych jest 1, wiec jest to mediana tego zestawu.

Srednia arytmetyczna: 0-4 419+ 22‘57+ 3-3+4:2 :%:1,6.

6.37 a)4.8  b)43.

gy - _202+507+901_ 48 _, — 2.5+5:3+9:2_ 43 _
Rozwigzanie. a) ay = 52107501 1 =438; b) ay =3+ —10 =473,

6.38 Rocznik 1995  (Bordeaux 1991: 9.1, Bordeaux 1995: 8.8).

6.39 a) Wan'ancja:%, odch. stand.: %; b) wariancja: 2,25, odchylenie standardowe: 1,5.
Bl ol %
Rozwiazanie. a) X=3. o =2—i$:3’—Ji—32 =i4-—9 =%, stad c:%_

6.40 ‘E (= 0,82).

Rozwiazanie. a) x =

150-0+400-1+550-2+100-3 _ 1800 _ 3 2 _ 150-02+400-12+550.22+100.3 ~3)2=3500_9 2

250, 9.2 e 1
1200 “1200° 2 1200 3) =7 =35 stad o=y%-
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PLANIMETRIA

1. 3.

2. 1cm?
Rozwiazanie. Pole trojkata obliczymy, korzystajac ze wzoru P = 0,5absiny.
Obliczamy miarg kata miedzy ramionami éjkata: 180°—2-75°=30°. Obliczamy pole tréjkata: P=0,5-2-2-5in30°=0,5-2-2.05=1.

3. 15em.
4. 5.

6. 243.

Wskazéwki. | SPOSOB. Srodkowa tréjkata prostokatnego poprowadzona z wierzcholka kata prostego jest dwa razy krotsza od przeciwprostokame;).
Il SPOSOB. Skorzystaj z tw. o odcinku lgczacym Srodid bokow trdfkqta.

7. a)

2J15 by 16415
5 7 15
Rozwiazanie. # — dhugosé wysokodcei poprowadzonej do podstawy.

#+2=8% stad h=2{15. Obliczamy pole tréjkata 4BC: P=1-4.2/15=4{ls.

a) Skorzystamy ze wzoru na pole trojkata P = —zl—r(a +b+¢), gdzie r jest dhugoécia promienia okrggu wpisanego w tréjkat.

4Jﬁ=%r(4+2‘8), stad r= 2‘51'? .
b) Skorzystamy ze wzoru na pole tréjkata P = %, gdzie R jest dlugodcig promienia okregu opisanego na trojkacie.

4f15=488 sad R=-1E
aR s
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8. LaJ7.

b
2

9. Podstawa: —2:— Ramig: ++
g(45 —%0:) tg(45°~J@)sina
Rozwiazanie. |Z4BC|=90° -0, S jest punktem przeciecia dwusiecznych katéw trojkata,
wige |Z4BS|=45°— Lo L =tg(45°— Lo, stada=——L
| | - g e 2 tg(45° -1

Zatem |AB|]=—2 . 2 —ging wiec b= —2— = r =|4C)=|BC].
i tg(45°-Lay” b S 1g(45°-La)sina 4a=iacl

215 16415
10. a) s b) 15
Rozwigzanie. A — dugos¢ wysokosdci poprowadzonej do podstawy.

W +2'=8, stad h=2J15. Obliczamy pole tréjkata ABC: P=1.4.2{I5 = 4/15.
a) Skorzystamy ze wzoru na pole trojkata P= = r(a+b+c), gdzie rjest dlugoscig promienia okrggu wpisanego w trdjkat.

415= 1r(4+2-8), stad = ‘21‘5

b) Skorzystamy ze wzoru na pole trojkata P —%—, gdzie R jest dlugoscia promienia okregu opisanego na tréjkacie.
4fls=288 4ag R=J0.

T
1. 415,

Rozwigzanie. a — dlugod¢ podstawy, 2a — dlugos¢ ramienia. Wyznaczamy dtugosé h wysokoscl tréjkata poprowadzone] do podstawy, korzy-

stajac z tw. Pitagorasa: h2=(2a)2—(0,5a)2:l4—a , stad h= J_ Pole tréjkata: P=%ah=-21-a A5, J4_ 2 =25 Stada= P
15

Wyznaczamy dtugos€ » promienia okrggu wpisanego w trojkat: P——r(2a+2a+a) -Lr Sa=23, stadr= —aQ JG
12. 2cosa(l —coso) [:zg%sin%r ].

13. 2./5.

Rozwigzanie. Punkt § jest srodkiem okrggu opisanego na tréjkacie ABC, wigc odcinki SC 1 SB sq promieniami
tego okregu. Zatem |SB| =5x.

Z tw. Pitagorasa dla tréjkata PBS (3x)?+22=(5x)%. Stad x=0,5,2 | PC| =8x=4.

Z tw. Pitagorasa dla trojkata PBC b*=42+2% Stad b=245.

1)
14. 5
a3

i ; | 1 a3 a\r LD _ "4 _{3
Rozwiazanie. |LD| o [CP=g R e B, W trdjkacie DBL tgar=1== DB~ 2 =7
W tréjkacie AMK tg60°= =3, stad @ h=xy/3. W trojkacie MBK tga= e —1’25*.
Stad @ 25=(a-xW3. Rozwiazaniem ukladu rownan @ i @ jest para liczb x=%a ih
_3
= —3—(1.

W tréjkacic AMK % =¢0s60°, wiec d=2x= %a.

bsiney
sindg
Rozwiazanie. Trojkat BCS jest rdwnoramienny, odcinek SC zawiera sig w dwusiecznej
kata ACB, wicc ¥=0,50. f=180°—(a+ ) =180°-1,5a. Z tw. sinuséw dla tréjkata BDC

b _IDBl g4 |pp|l-—bsina ___ bsina
sin(180" —1,5¢) s sin(180° —1,5¢r) sinlSe
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16. 2v15.
Rozwiazanie, Oznaczenia: 2a, h, 7, R — dhugoei odpowiednio podstawy, wysokoéci poprowadzonegj do podstawy, promienia okregu wpisanego,

romienia okregu opisanego. Wyrazimy ri R w zaleznosci od a. W +a*=(4ay, wiec h= aJE. Pole tréjkata P=4-24- a\/l_ =g* \/E
P P ) 2

7Ze wzorow na pole trojkata P=% rla+b+c), P= % iz rownosci P= az\/E otrzymujemy r= 4 515 iR= ﬁ%l_i

Wiemy, Ze g 515 a\/SE “+ SGI‘/SI_S =11. Stad a:JE, wigc podstawa ma dhigosé 2\/5.

17. 2-1.

Rozwiazanie. W tréjkacie ABL b sing, w trdjkacie KBC H o tgf. L7 =cos ff, wigc cosf -h.2H __h Musimy teraz znalez¢
a .i_a tgf a' a 2H

h ; : . (Y2 h 2 — - hy2 _ w2 . ‘
wartos¢ ilorazu e Z jedynki trygonometryczne] (E) +(§T{-) =1. Poniewaz &° = hH, wiec W+%(W) =1. Otrzymalismy réwnanie

kwadratowe L. (%)2 Bl 0, w ktérym niewiadoma jest iloraz " Dodatnim rozwiazaniem tego réwnania jest liczba 2(& —1), zatem

4 H H

P, T B (.
c:osﬁ—2 T =2 2(\/5 N=+2+-]
18. 10. 19. 30. 20. 3.

a3
23. SR
Rozwiazanie. a, b — dhugosei przyprostokatnych, ¢ — dugosé przeciwprostokatnej tréjkata prostokatnego.

2
Musimy obliczy¢ wartos¢ iloczynu %- %, czyli warto$¢ wyrazenia a_é;. Wiemy, ze zachodzi réwnos¢ 5 -%ab =£ 4‘6 . Dzielac obie strony
¢
5 : 5 32 : 3
tej réwnosci przez ¢, otrzymujemy Z—f:%. 5
\\ ¥
24, o L
Rozwigzanie. |CB|=2R, gdzie R promien okregu opisanego na trojkacie ABC. ’ \\‘
AKBS = ABLS, wiec |KB| = |BL|=x, AMSC = ASLC, wigc |MC| = |LC| = y. mb—3 <
Zatemx+y=2R. |4B|+|4C| =2r+x+y=2r+2R. r AN r B
& T K x - B

25 ala+b) bla+b)

Wskazéwka. Skorzystaj z tw. o dwusiecznef kata trdjkata i z tw. Pitagorasa.

26. 3.
Rozwiazanie. a, b — dlugodci przyprostokatnych, ¢ — dtugos¢ przeciwprostokatnej. Wiemy, ze a+b= \E + JS_ —c1ab=1.
Ped+b? = (a+bP—2ab = [((3 +V5) —cP-21 = (3 +/5)2 -2 (V3 +4/5)-c +~2. Stad 2 WB+5)c = @3 +45) -2

_6+21s 2B +5)
Zatem ¢c= 2-(ﬁ+ﬁ)_ 2-(J§+J§) 7\5.

27. 0,6 lub 08,

2
28. o h.

Rozwiazanie. a, b— dhigosci przyprostokainych, ¢ — diugose przeciwprostokatnej.
Wiemy, 7¢ @ g+ h=5h~c. Pole P trojkata: P=0,5ab i P=0,5ch, stad @ ab=ch. Korzystajac z tw, Pitagorasa oraz @ B, otrzymu-

jemy ¢* =’ + b = (a +h)*—2ab = (5h—c)*~2ch. Réwnos¢ (Sh— ¢)*—2ch =¢* sprowadzamy do postaci 25#*=12¢h. Stad ¢ = 2y,

d
» (2

Wskazéwka. Uzasadnij, ze odlegto$é punktu P od boku AC jest réwna % | BC|, aodboku BC rowna jest % | AC].

30. 30°. 32. 1234cm. 33. 10°. 38. 30°,60°,90°.
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39.

Rozwiazanie. Z nieréwnosci tréjkqta mamy x+y>a i y+z>b i z+x >c. Dodajac
te nieréwnosci stronami otrzymujemy nieréwnosc¢ 2x +2y + 2z >a +b +¢, a po podzie-
leniu obu stron otrzymanej nieréwnosci przez 2, dostajemy x +y +z>0,5(a+b +c).

40. 3243 -3).

42, R(sfﬂ) - 3{3{15-1)_

Rozwigzanie. Ozn. ¢ — dtugosé trzeciego boku. o — miara kata trojkata lezacego naprzeciwko boku o diugosci R{3.

Z tw, sinusdw %. =2R. Stad sin(x=%, zatem a=60° lub @¢=120°.

Jezeli @=060°, to z tw, kosinuséw 3R2:c2+—}{R2 =28 v%R % Otrzymane rownanie sprowadzamy do postaci 2¢” — cR —12—11{2 =0.

Dodatnim rozwigzaniem tego rownania jest ¢ = ﬁi‘ﬁ&

Jezeli =120, to z tw, kosinuséw 3R =¢* +%R2 -2c- %R : (—-%). Otrzymane rownanie sprowadzamy do postaci 2¢ 4+ cR —J-lez =i,
+3(5R

Dodatnim rozwiazaniem tego réwnania jest ¢ = = 7

43.
Wskazéwka. Odeinek K jest $rodkowa tréjkata 48K, a odcinek LS $rodkowa tréjkata ABL.

44. |BC|=8.

Rozwiazanie. Oznaczenia: |[BC|=2x, |£4BC|=20.

Z tw. cosinusow dla tréjkata ABC: @ 36=16+4x*— 16x- cosoL,

Z tw. cosinuséw dla tréjkata ABA": @ 10=16+x"—8x - cosc.

Mnozac réwnanie @ przez -2 i dodajac stronami otrzymane réwnanie i rownanie @, dostajemy 32=2x%. Stad 2x=8.

45, 84,

47. 30°, 60°, 90°.
Rozwigzanie. Trdjkat ASC jest rownoramienny, wiec |KS|= %a. QOdecinek CS zawiera sie w
dwusiecznej kata KCB, zatem

%:cos 2e, stad 2o = 60°. Obliczenie miar katow trdjkata jest teraz natychmiastowe:

| £ACB| =3=90°, | £KAC| =90°— ar=60°, | LKBC| =90°—2=30°.

%: % :% (z twierdzenia o dwusiecznej kqta trojkgta).

a8
49, 3

Wskazéwka. Skorzystaj ze wzoru na pole tréjkata P = 0,5absino.

50, @.

51,
Wskazéwka. Narysuj odcinek MP réwnoleghy do AB taki, ze Pe BC i poszukaj trojkatdw przystajacych.

52. Jb(a+b).

Wskazowka. Zobacz zadanie 37.

54,

Rozwigzanie. Dang zaleznoé¢ zapiszemy w postaci 2cosacosf=1—-cosy i przeksztatcimy rownowaznie korzystajac z réwnodei:
at+ft+y=m coslz—(a+ )] =—cos(a+f), cos(a+f)= coscosffi-sinasing,  cosacosf+ sinasing = cos(x— f).
2cosacosfi=1-cosy &  2cosacosf=1-cos[z—(a+f)] o 2cosocosf =1+cos(a+f) e

2cosarcosff = 1 +cosacosff —sinasind < cosacosf +sinasinf=1 o cosia—fH=1 & a- f=2km, gdzieke C..

Katy o, § sq z przedziatu (0; 7, zatem o— 8= 0, czyli katy o, § sa réwne. Jezeli dwa katy tréjkata sa réwne, to tréjkat jest réwnoramienny.
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3 4
58. Z lub g

Rozwiazanie, a—r, a, a+r— dlugosci bokow trdjkata (r>0). Z tw. Pitagorasa (a— Mr+at=(a+r). Stad a—4ar=0. Dziclac obie strony
ofrzymanego réwnania przez a, orzymujemy a—4r=0, zatem a=4r.
g=r _Ar=p 3

Wyznaczamy tangens jednego z katéw ostrych:

a ar 4
61. 6 -2.
Wskazéwka, Srodkowa poprowadzona do przeciwprostokatnej jest od niej dwa razy krotsza.
62 5,7.9.
63.

Rozwiazanie. @, a+p, a+2p — dlugosci bokéw trojkata. » — dtugosé promienia okrggu wpisanego w trdjkat. P — pole trojkata.
P= % rlata+r+a+ir)= —:lz-ir(a +r). P :—%-h(a +7), gdzie h jest wysokodcig poprowadzona do boku o dhugosel a +r.

Zatem h =3r, czylir=—nh.

1
3

2
g4, M3’ 65, —&— 66. 5/2. 67. 255cm’
13 2443

68. Pole zwiekszyloby si¢ 0 33 cm”.

69. 9(/3 +1).
Wskazowki. 1. 7 wierzcholka kata rozwartego rownolegloboku poprowad? wysokosé do dhuzszego boku,
I1. Oblicz miare kata ostrego rownolegloboku.

70. 3i 411 72. 4842. 73. 4. 75.

AL
=

17
Wskazéwka, Skorzystaj z tw. o odcinku lgczqcym Srodki bokow trdjkata.

78. 6.

Rozwiazanie. | ZKBC|=|#CDL|=p i | 2BKC|=| £DCLI, wiec tréjkaty BKC
i DCL sa podobne. Zatem - :%. Stad a=6.

a

79. Pole: 93, Przekatna: 343

80. 5.

Rozwiazanie. Trojkaty AKS i NAS sa przystajace, wiec |[4K|=3—x. Podobnie,
z przystawania odpowiednich trojkatéw wnioskujemy, ze |[DM| =x 1 |LB|=x.
|4B| = |AK|+|KL|+ |LB|=3—x+2+x=35.

81. |BD|=7

Rozwiazanie. |£BCD|=180°—|£4BC|=060°

I SPOSOB. § jest punktem wspolnym dwusiecznych katow trojkata BCD, wige
latwo uzasadnié, ze ASLC=ASCM, ASMD=ADKS, AKBS=AEBLS.

Zatem |LC|=|MC|, IDM|=|DK]|, |KB|=|LB| 9

W trojkacie SLC E[”’I—Eé‘ =tg30°, wige |LC|=3=|MC|. Wiemy, ze a+b=13. )

d = |DK|+|KB| = |DM|+|BL| = a+b—(IMC|+|LC]) =13-6=T. p =

| SPOSOB. Wiemy, ze a+b=13. Z tw. kosinusow dla trjkata BCD: d”=a®+b?~2abcos60°=(a-+b)’ —2ab—ab=13*~3ab.

169 —dl

3 dostajemy rdwnanie

2
Stad ab= @gi Pole trojkata BCD: Pzéab sin60° = %\E (@+b+d), stad i z rownosci ab=
169—d?

3 =13+4d. Rozwiazujgc otrzymane réwnanie otrzymamy d=7.
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2RcRp
yRE+R}
Rozwigzanie. Ozn. a— dhugos¢ boku rombu, p, g — dhugoéei przekatnych rombu odpowiednio AC i BD.
2 2
aq

=t =lpap, =28 1 .} W B o
Pole rombu P==pg.  Paypc= 5P =Paspp. Pasnc= AR, ~ 4P 4 9= 3. Paapp=gm - =4 pe, stad p=p.

82.

N2 2 o 5B 5 33 SRR
Z tw. Pitagorasa: [éi] +[i] —a’. Zatem { & ) +(L—J =a?, stad otrzymujemy a=—=S-2_

2 2Rp 2Ra R +R} '

83. 6i 14, A g £
Rozwigzanie. Diugosé odcinka faczacego srodki ramion trapezu jest réwna potowie

|
sumy dhugosci podstaw, zatem @ %Ei: 10. % 10 :' 10
| PB|=a —b, z tw. Pitagorasa dla tréjkata PBC (a ~bY=10"-6% Stad @ g — b =8. i
Rozwiazaniem uktadu révman @ i @ jest para liczb a=14 i b=6. ip
A a B
84. 96. 85. 15 86. 15+343. 87. 60°i 120°.
88. a\%.

Rozwiazanie. ¢=a~b. Trojkaty AHC i CHB sa podobne, wigc % = % Stad A= {ab.

Obliczamy pole trapezu: P = EhiEA A aldn o) lab = alab.
p )

2
b B
89. Od krotszej podstawy 2 cm, od dhuzszej 6 cm. 90, 12(y3 —1). 91. 9.
92. 6. B—t—ff
Rozwiazanie. Trdjkat ABD jest prostokatny, wigc [£4DB| = 90° — o Tréjkat
APD jest prostokatny, wigc | £DAP| =90°—(90°— ¢ ) = v
W trojkacie ACD tgor =%. W tréjkacie ABD tga:%. Zatem %— = % Stad ’
otrzymujemy f=6. \
0ol
94. 6cm. # ?
Rozwigzanie. Z tw. o odcinkach stycznych do okregu wnioskujemy, ze: [KC|=|MC|=4 i |LB|=|BM|=9. D

Zatem |BC|=|BM|+|MC|=9+4=13,
Z tw. Pitagorasa dla tréjkata NBC (27) + 57 =132 Stad r=6.

95.
Wskazowka. Skorzystaj z tw. o edcinku tqczacym srodki ramion trapezu.
; A
96. Obwod: 16. Pole: 8. 97. 5130,
Psinasin§ _gp2 ;
98. 1’w2(sina+smﬁ)' 99. Pole trapezu: 5 100. 7cm i lem.
2
W -
(cos*a—sim“a)tge
2 o K
: : . g7 asin“o ; kS
Rozwigzanie. X =tga i —2—=tga. Stad x == = . Wyzna- Ly
. TR T i I-tg2a  cosla—sinla X =y
x asine

czamy diugosci podstaw trapezu: = = sin stad ==X - ’
el 5 q % S84 =gng cos’a—sin’e

2
: acos“o
i =sing, stad p =

5 5 . Wyznaczamy dtugosé wysokosci tra-
P (cos*ax—sin“e)sin e

pezu: MABK|=90°—ag wige | ZADL|=a, %: coscr, stad h=acosa

2

asiner acos’er asin?ar + acos?ar

Pole trapezu: Pz—%-(p-f—q)h:-%-( + )-acosa =

: =t 3 e ~acosa =
cos“a—sin“e  (cos“a—sin“a)sing
ﬂ'2 cosa gt ﬂz

(cos’a—sin’a)sina  (cos2a—sinla)tge’

(cos’ar—sin’a)sine




ODPOWIEDZI, WSKAZOWKI, ROZWIAZANIA 169
__BE

102 ab-ok . 103. 33

104.

Rozwigzanie, 3, ¥— miary katéw odpowiednio ABC i BCD. Suma katéw przyleglych do ramienia trapezu jest réwna 180°, wige B+ y=180°
&rodek okregu wpisanego w wielokat jest punktem przecigeia dwusiecznych jego katéw,
satem | ZSBC |+ | £BSC|=0,54+0,57=0,5-(8+7) = 90°. Suma dwdch katow trojkata SBC wynosi 90°, wiec tréjkat ten jest prostokatny.

105. 3,6 cm’.
Wskazéwki. 1. Rozwiaz zadanie 104. 1. Poprowadz wysoko$¢ trapezu przechodzaca przez $rodek okregu wpisanego w trapez i poszukaj
trojkatdw podobnych.

106. 3—‘%_7”
b
107. 0,54%sin2c.
Rozwigzanie. %:si_n «, stad h=dsincr _:f: cosar, stad x=dcosa h
= a;b, x=a- a;b = a;—b‘ Pole trapezu: P:aT-Fb-h =xh=d’sinacosc.
o % y

108. 3cem i S5em.
Wskazéwka. Wysokosé trapezu poprowadzona z wierzchotka kata rozwartego dzieli dhuzszg podstawe na dwa odeinki, z ktérych jeden ma
diugodé rowng dhugosei odeinka faczacego srodki ramion trapezu.

110. Promien okrggn wpisanego: -23- Promien okregu opisanego: %

111 2:1.
Wskazowka. | SPOSOB. Wyznacz stosunek pol tréjkatéw ABK 1 DCK, gdzie K jest punktem wspdlnym prostych 4D i BC.
Il SPOSOB. Uzasadnij, ze trojkat ABC i ,,poléwka” tréjkata ACD sa tréjkatami podobnymi.

112. Pole: # em?, dhigoéé przekame;: 343 cm.

13 JE-1. o
Rozwigzanie. Trapez ABCD jest wpisany w okrag, wigc jest réwnoramienny.
a+b+2e¢ 26 a+b
5 _1+a+b =15, stad a+bh=4c. |[AP|= 5 =2¢.
AB jest érednica okregu opisanego na trdjkacie ABC, wige ABC jest tréjkatem prosto-
: e B [4P| _2¢ . sing 2 _sina
katnym i |£LACP|=0u. o =sing o= =tgor= i zatem e e K ~

Przeksztatcajac ostatnig rownosé, otrzymujemy cos*ar+2cosa— | =0. Otrzymane réwnanie rozwigzujemy wprowadzajac niewiadoma pomocni-
czat=cosc F+2t—1=0, n=-1 —5, fh=-1 +{2. Kosinus kata ostrego jest dodatni, wige cosa=—1 +12.

116.

Wskazéwka. Niech K bedzie punktem wspdlnym prostych zawierajacych ramiona 4D i BC trapezu. Poprowadz z wierzchotka K frodkowe
trojkatéw ABK i DCK.

1"7.
Rozwiazanie. Niech P bedzie polem danego trapezu; pozostale oznaczenia, jak na rysunku obok.
Wobec powyzszego: P =1(a+b)h, Pi=2(a+x)h;, Pr=%(c+b)h, i h=hth. b
P, =Py, zatem @ (a+x)h=(x + 0. Pi+Pr=P, wiec %(aw)hl +—é-(x+b)h2:%~(a+b}{h, +hy). h P
h

Stad otrzymujemy @ (x —b)h, = (@ — ). ™ x

s 5 w ; . . a+x _x+b h P, \
Po podzieleniu stronami réwnoscl ® i ® dostaniemy réwnosc el e N s

a
a’+b?
7

Stad otrzymujemy x.=
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118.

Rozwiazanie. P, Py, P3, P4 — pola trojkatow odpowiednio DAS, ABS, SBC, DSC.

a) Pypc=Po+ Py, Pigp=PFo+ P1. Puypc=Fupp (pola tréjkatow ABC i ABD sq réwne
poriewaz majq wspdlny bok, a wysokosci obu tréjkatow poprowadzone do tego boku
majq véwng dlugosé). Z rownoscl Po+ Py = Py + Py otrzymujemy rownosé Py =P).

b) Trojkaty ABS i CDS sa podobne (katy ABS i CDS sq kqtami odpowiadajgcymi, kqty
ASB i CSD sq katami wierzchotkowymi), wige stosunek ich pol jest rtéwny kwadratowi
skali podobienstwa. Skala podobiefistwa trojkatow ABS 1 CDS jest réwna a : b, zatem

A a B

PyiPy=d? b
c) Pokazemy, ze Fz :%. Trojkaty ABS 1 CDS sa podobne, wigc stosunki odpowiednich bokéw sa réwne: I'%g—} = %. Trojkaty ABS 1 ASD ma-
1
LiBS|h P
ja wspolna wysokosc A Zatem % = ; ‘[|SD:-iz = % = %‘ Analogicznie dowodzimy, ze E]l— = %.

119. 2L 6 63 189

20 g g -

Rozwiazanie. W trapez ABCD mozna wpisaé okrag wigc @ a+ b =13+15. Korzystamy
ze wzoru na pole trapezu: 0,5(a +b)a = 0,5-28h = 168, stad A=12. Z tw. Pitagorasa dla
trojkatéw AKD i LBC znajdujemy | AK|=5 i |LB|=9. Zatem ® a=5+b+9. Rozwia-
zaniem uktadu réwnaf @ | @ jestparag=211ib=7.
P, O, R, § — pola trojkatéw odpowiednio DAM, ABM, MBC, DMC.
P =R (patrz rozwiqzanie zadania 118 a)).

Q_a_21_

3 (patrz rozwiqzanie zadania 118 ¢)), stad 0 =3P.

P b7
%= (%)2 =9 (patrz rozwiqzanie zadania 118 b)), stad 0=95. P+ QO+ R+ 5=35+95+35+5=165= 168, wiec S=10,5.
P=R=35=31,5 0=95=095,5.

120. (/S +/55)%.

121.

Rozwigzanie. Wykazemy, ze sumy dlugosci przeciwleglych bokéw trapezu sa
rowne, czyli, ze a+b=2r+2R.

Odeinek KL jest odcinkiem faczacym S$rodki ramion trapezu, wige jego diugosc jest
rowna polowie sumy dlugodei podstaw trapezu. Zatem |k | =r+R=05(a+b)
Stad a+b=2r+2R.

123. |ZBAC|=|/ABC|=63°30', |ZACB|=53°. 125. 150°.

126. 2.
Rozwigzanie. ¢=30°. Srednica okregu ma dhugosé 12, wige promien ma dhugosc 6.

|ks|=6-2=4. -31 = §in30°=0,5, zatem d =2,

127. 50° i 110°. 128. 4434,

129. 12 em?
Wskazowka. Jesli a jest dhugoscia boku szesciokata foremnego, to dlugo$é promienia okrggu opisanego na tym szescickacie jest rowna a, za$
diugoéé promienia okrggu wpisanego rowna jest dhugodei wysokosei tréjkata rownobocznego o boku a.

130. a)4; b) 4. 132. 3.

133. 6n
Rozwiazanie. Srodek S okregu wpisanego w wycinek kola lezy na dwusiecznej kata 40B,
wiec @=30° [50|=r-2. —Lz=sin30°=1, stad r=6.

Obliczamy pole wycinka kota: %-,ﬂr- 6% =6r.

134, 12 lub 2422 136. 28 8/6.
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137. alv3-1), %a(ﬁ—ﬁ].
20zwiazanie. Ozn. r— diugos¢ promienia okregu o srodku w punkeie 53. §— srodek cigciwy AB.

7auwazmy, ze trojkat BAS, jest rdwnoboczny. Zatem | 4B |= ¥, zas \SSQ | :%. BAS, jest réwnoramiennym tréjkatem prostokatnym, wige

ls,s1=0,5-148]1=0,5r. lslszl=\sls\+tssﬂ:-’zi+£2@:a. Stad »=a({3 - 1). ISlAlzf‘—z@=§a(JE—J§}.

138. —“—S‘Ea.

139. |PAP+|PBP+|PCP+|PDP =4a’, gdzic a jest dlugoscia boku kwadratu.
Nskazéwka. Rozwaz sumy |[PAf +|PCP i |PBI*+|PDF.

140. 2. 141. 02. 1y EEE
cosar
s, (81 (=25
R ’
Rozwigzanie 1:tg30°=—"§— stad @ x=mrl3 R :tg3)0"=ﬁ stad
o g2 T ox+r+R 37

i z O otrzymujemy @ R{3 =r{3+r+ R. Z rownania @ wyzmaczamy stosunck

2
promieni kot R :M = _(.‘E_+l N ER

roB-n 2 .
2 o~ 3 ¥
Obliczamy stosunek pol kot: ERZ = (%)2 =2+ 5)2. L2 30 :
zr F
145. 81w
146.

Wskazéwka. Czworokat ABSiSs, gdzie S, i 5, sa $rodkami danych okregdw, jest trapezem. Co wiesz o katach w trapezie?

1
147. ZR'

Rozwigzanie. |PL|=R-r. Z tw. Pitagorasa dla tréjkata KLP x*=(R -y ~r=R’=2Rr.
| oM = 0,58 —r. Z tw. Pitagorasa dla trojkata PMQO x*=(0,5R +7)*—(0,5R —r)’=2Rr.
Zatem R*—2Rr = 2Rr. Stad otrzymujemy r =0,25R.

Ry fils Rr

VR VR-vr}

148.

149. | 24|=50°, | 2B|=90°, | £C|=90°, | £D|=130°.

Rozwiazanie. Katy ABC i ADC sa katami wpisanymi w okrag opartymi na érednicy, wice sq katami prostymi. Kat BAD jest katem wpisanym,
opartym na tym samym, co kat srodkowy BSD, wiec | ZBAD| =0,5- | #BSD| =50°. Suma miar katéw czworokata wynosi 360°, zatem

| ZBCD| =360°— (50° +90°+90°)=130°.

150. 70°, 80°, 100°, 110°.
Wskazéwka. Skorzystaj z rownosci katow wpisanych opartych na tym samym fuku.

152. Pole czworokata: 234, |4C|=20, |BD|=25. 154, |£B|=60°, |£C|=100°, |£D|=120".
156. Dhugosé boku AD jest rowna 5. 157. L”ﬁﬁ cm?, 159. 60°, 80°, 100°, 120°.
160. |£4|=60°.

Rozwiazanie. Ozn. o — miara kata BAC. | ZABC ‘ +|z4cB |= 180°— .
| z0BC|+| 2BCO| = 0,5(| 24BC|+| 24CB|) = 0,5&180"—&) = 90°—05a | «£T0S|=|2C0OB|=180°-(90°-0,5¢) =90°+0,5cx
Na czworokacie 4 TOS mozna opisac okrag, wige | 2108 |+ | ZTAS|=180°. Zatem 90°+0,5¢+ ar=180°, stad or=60°.

162. |4B|=7.5. |BCl=135-5J3, |4D|=12503+421).

163. Obwod: 1443 +3y21. Pole: _‘S‘iﬁ .
Wskazéwka, Uzasadnij, ze tréjkat ABC jest rownoboczny., Wykorzystujac rownosé katow ADB i BDC, uzasadnij, 7e |4D|=2DC.
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164. |£BAM=30".

Rozwigzanie. £A4MB jest oparty na Srednicy, wige |£AMB|=90°. @ % =sing,
2] % =cose, ® % =tgc, D@ % =cosa. W czworokat OBMK mozna wpisaé
okrag, wigc @ a+b=c+r. Wyznaczajac z réwnosci @, @, © @ 4 b, ¢ i pod-

I

stawiajac do réwnosci @, otrzymujemy riger + 2rsing = 2rcos o — —L_ +» Dzie- @

lac obie strony tego réwnania przez r otrzymujemy réwnanie trygonometryczne

: 1 sing < : :
— ey e a{
2siner— 1 2cosex Przeksztatca ac prawg strong dosta emy 2sinex

. 2 . . .
- - +1 . . —(2 -1 +
S 28In” & — sine TR BhE 1 = (2sina—1)(sina+1)

cos cosar
juz tatwo uzasadnié, ze sin=0.5, czyli @=30°.

. Stad

8
Uwaga. Otrzymane réwnanie trygonometryczne miozna rozwiqzac¢ w prosiszy sposéb korzystajac ze wzoréw na funkcje irygonometrycme
podwojonego kqta i wzordw na sumy funkcji trygonomeirycznych, kidrych znajomosé nie jest wymagana na maturze.

165. |BC|=4.
Rozwigzanie. Ozn. 2¢ - miara kata DAB. Pola trojkatéw BCA i BCD maja rowne pola, poniewaz Pacy = Pace+ Pase, Prco= Pace+ Peos,
a wiemy, ze Papz=Fcp. Jezeli pola trojkatéw BCA i BCD majg réwne pola, to wysokosci obu trdjkatéw poprowadzone do boku BC maja row-
ne dfugosci. Zatem punkty 4 i D sa jednakewo cdlegle od prostej BC, a to oznacza, ze boki BC 1 AD sa réwnolegle. Jezeli boki BC i 4D sa row-
nolegle, to | £zDac|= ‘ ZBCA|=a (bo katy DAC i BCA sq naprzemianlegle, a przekqina AC zawiera sig w dwusiecznej kqta DAB). Zatem
tréjkat ABC jest rownoramienny (bo katy przy wierzchotkach A i C majq miare @), czyli boki AB 1 BC maja dhugosé 4.

166. 3,04 ha. 167. a)1:2000; b) 180 m.
168. 62 drzewa (wymiary dziatki: 75 m x 128 m). 169. 12,5 m.
170. a)7,65km;  b) 3,6 km. 171. a) 108 cm; b) 101% cm (=101,6 cm).
172. 243 +1m (= 4,46 m). 173. 45 min.
174. a) 843 km (=13,9km);  b) 8 km. F

///
175, a)d=a-—20 _ 10, pdsied~ szmokost reeki; by a0, 176. 2om. Fa

tga—tg,ﬁ? B d
~ 4 260
5

177. a)91m; b) odleglodé migdzy M i Ms: 105 m, miedzy Ms 1 M5 195 m. 140 i Mg
Wskazéwka. a) Skorzystaj z podobiefistwa trojkatéow ADB i DEF i np. z podobienstwa gl R
trojkatow AEB i CED (patrz rysunek obok). ) asE - __________Z‘_sE
178. a)1,70km; b) # km (= 2,12 km). 179. a)1,8km; b) 6% km.
180. a)l14; b)5 ¢)12; d)8. 181. a) o 900°%; b) 162°.

185.
Wskazowka. Poszukaj takich dwdch tréjkatdéw przystajacych, ze bokiem jednego trojkata jest odcinek 4C, a drugiego odcinek BD.

186. 2. 187. 43 6. 189. 5.

190.
Wskazéwka. Narysuj odcinek réwnolegly do boku 4B, ktérego jednym koficem jest punkt K, a drugi koniec nalezy do boku BC.

9
191. Pole tréjkata wynosi 4+ %»f.’;

192.
Wskazéwka. Skorzystaj z tw. o deinku lqczqeym Srodki ramion trapezu.

193.
Wskazowka. Skorzystaj ze zwiazku migdzy miarami kata érodkowego i kata wpisanego, ktdre sa oparte na tym samym hiku.



ODPOWIEDZI, WSKAZOWKI, ROZWIAZANIA 173

194. Dwadziescia.
Rozwigzanie. n— liczba wierzchotkow wielokata I¥.
Suma katéw kazdego wielokata o n wierzchotkach jest réwna (n— 2)-180°. Miary katow wielokata W tworza ciag arytmetyczny, wige sume miar

katow tego wielokata mozemy zapisac Korzysiajac ze Wzoru na sume wyrazow ciagu arytmetycznego: M

n

Z rownosei (n — 2)-180° :Lgm%l?_m_n otrzymujemy n = 8. Liczba przekatnych wielokata wypukiego o » wierzchotkach jest rowna n(nz_B),

zatem liczba przekatnych wielokata W jest rowna 20.
195. 24°. 197. Zab.

198, 2.1 3
X

Rozwiazanie. - :% (skorzystalismy z tw. o dwusiecznej kata w trdjkacie) 1 x+y=>5.

Rozwiazaniem otrzymanego ukltadu rownan jest para x=2 i y=3.

d? cos® (45° - &) dcos(45° - &
199. Polet ————— =, promien: —
tgox sin2¢
200. 7_3@

201. 2- a’+b>+ab
: 1 —‘—“"‘-3 5

Wskazowka. Jaka dlugos$é ma odeinek KL (zobacz rysunek)?

202. 12:5.

203.
Wskazoéwka. Wykorzystaj podobienstwo tréjkatow, np. trojkatow EBD 1 KBC oraz tréjkatow AFG 1 ALC.

204.
Rozwigzanie.  x — dlugosc¢ boku trojkata ABC, a, b, ¢ — dlugosci odeinkdw odpowiednio AP, BP, CP
K — punkt wspdlny odcinkow 4B 1 PC

Z podobiesistwa trejkatow APK i PBC: 14Kl =& 7 podobicsstwa tréjkatow KBC i PBC: KEl=%.

e G
br _ . Stad otrzymujemy a + b =c.

| 4K |+ | KB |=x, zatem &%+ 2%~

PRAWIEMATURA PO ROZDZIALE 1.

Numer zadania 1. 2. 3, 4, a. 6. 7. 8. 9, | 10. | 11. | 12. | 13. | 14, | 15 | 16.
Odpowiedz D 6 A C B D B D B B D D L& < A D
17. xe(-1:2) 20. b=-242. 21. 24. 22. -5,5, 0,25, 5.

Schematy punktowania zadan otwartych.

Nrzad. | Uzyskujesz za
17 1 pkt. podanie pierwiastkéw réwnania (2x—1)* =9 (x;=—1, x=2).
2 pkt. zapisanie zbioru rozwigzan nierownoéci (x=-1 1 x<2 albo (-1,2)).
Nrzad | Uzyskujesz za
18 1 pkt. zapisanie liczb g oraz b np. w postaci a =3n+1, b =3r+2, gdzie njest liczba naturalng.
2pkt. | uzasadnienie, ze liczba (3n+1)"+ (3n+2)° + 1 jest podzielna przez 3.

Nrzad, | Uzyskujesz za
19 1 pkt. uzasadnienie, ze jesli |[4BS|= &, to |[ACB|=90°— & albo ze jesli |ACB|= o to |ABS|=90° -
2 pkt. uzasadnienie, ze suma miar katéw ABS i ACB rowna jest 90°.




