TEORIA GEOMETRIA ANALITYCZNA

Os liczbowa. Prostokatny uktad wspétrzednych na plaszczyznie
O$ liczbowa wyznaczamy na prostej poprzez wybér

punktu zerowego i jednostki oraz ustalenie dodatniego

zwrotu.

43S0 12 8 4%

Liczbe x przyporzagdkowang punktowi P na osi liczbowej nazywamy wspolrzedng

punktu P na tej osi.

Prostokatny (kartezjanski) uktad wspélrzednych na
plaszczyZnie to para prostopadtych osi o wspélnym po-
czatku (O), nazywanym poczatkiem ukladu wspotrzed-

nych, oraz jednakowych jednostkach.

Punkt

Na osi liczbowej

Na plaszczyznie

Wspoélrzedne punktu A = (x,), B = (xp)

A - (xA; yﬁ.)’ B = (xB-" yB)

Odleglos¢  miedzy  |AB| = |x; - x,| =
punktami A i B 3
T (xB i )

48] = (x5 =%, + (3 = 7,)

Wspélrzedne $rodka R
S odcinka AB S =( 5 B]

s [Xat%s Yat¥
g T



Prosta
Rownanie prostej na plaszczyznie

- Nazwa postaci Réwnanie Zalozenie Uwagi
ogélna Ax+By+ C=0 A*+B*>0 .
kierunkowa y=ax+ba=tga a #90°

dotyczy prostej nachy-

lonej pod katem a do
osi OX

Przypadki szczegolne réwnania prostej w postaci ogdlnej

Warunek Posta¢ rownania Polozenie prostej
B=0 C prosta réwnolegta do osi oY
= LA
A
A=0 € prosta réwnolegta do osi OX
i
B=C=0 Ax=0,x=0 os OY
A=C=0 By=0,y=0 0$ OX

Spos6b wyznaczania réwnania proste)

Dane Réwnanie Zatozenia
— punkt P = (x;, y,) nalezacy do y = ¥, = alx - %), a# (ik +é)90°,
proste] . a=tga €
— miara kata nachylenia proste)
do osi OX
= PunthP1:(xpy1)aP2=(x2:y2) e )— (Y‘). _yl)(x___x ) X, F X,
nalezace do prostej CEA (—xz_'_ x“l) !

Sposdb drugi wyznaczania prostej przechodzacej przez dwa punkty nalezy rozwigzaé ukfad
rownan powstaty po podstawieniu do réwnania y=ax+b w miejsce x i y wspotrzednych dwdch
punktéw. Po wyliczeniu a i b y i x pozostajg jako zmienne (x- argument, y- wartos¢ funkgji)

— punkt P(x, y,) nalezacy do Alx-x)+B(y-y)=0 A+ B*>0
prostej
— wektor [A, B] do niej prosto-

padty



Punkt i prosta ’
Odleglos¢ punktu P(xy, o) od prostej o réwnaniu ogolnym . Ax+By+ C=0.

i ] |Ax, + By, + C|
’ JA® + B* o
Odlegloé¢ punktu P(xg, ;) od prostej o réwnaniu kierun

laxo ~ Yo T bl

d(P, l) = \/;Tk—l

kowym & y = ax + b.

Proste rownolegle i prostopadte

- Postac kierunkowa Posta¢ ogdlna
Réwnania prostych  [:y=ax+ b, l:Ax+By+C,=0
B Liy=ax+b, L: Ayx+ By +C,=0
Warunek réwnole- [ ||, < a,=a, LI, < AB,-A,B, =0
glo$ci prostych
Warunek prostopa- [, L[, < a.a,=-1 LALL < AA+ BB =0

dlosci prostych
Aby wyznaczy¢ rGwnanie prostej rownolegtej do prostej I, wystarczy przepisa¢ wspoétczynniki

a A1 i B]_
y=a;tb, A, + B;+C3=0

Aby wyznaczy¢ rGwnanie prostej prostopadtej do prostej |; wystarczy:

za wspotczynnik kierunkowy prostej przyjgé wspotczynniki przy x i y zamieni¢ miejscami
liczbe przeciwng i odwrotng do a; czyli: i w jednym zmienié znak na przeciwny:
(-B; + A;+C4=0)

1
- ——x+b
(v a1x+ 3)

Aby wyznaczy¢ rownanie wektora rownolegtego do prostej l;: A; + B;+C5=0 wystarczy zapisac
wektor w postaci i = [—k - By; k - A4]

Aby wyznaczy¢é rownanie wektora prostopadtego do prostej I,: A; + B;+C3=0 wystarczy zapisac
wektor w postaci ¥V = [k - Ay; k - B4]



Okrag i kolo

Réwnanie okregu o §rodku w punkcie S = (0, 0) i promieniu r P(x. )
(posta¢ kanoniczna réwnania): 27N
P =92, /—1
Nier6wnos¢ opisujaca koto o srodku w punkcie S = (0,0)ipro- ~ & 5 1 [01 3 5 x
mieniu r: kilz
x+y2<r,

Rownanie okregu o Srodku w punkcie S = (a, b) i promicniu r
(posta¢ kanoniczna réwnania):
(x-a)y+(@y-byP=r_.

Réwnanie ogoélne okregu:

x? + 9% - 2ax - 2by + ¢ =0, gdzie r = Va’ +b* —c.

Nieréwnos¢ opisujgca koto o srodku w punkcie S = (a, b)
1 promieniu r:

(x-ay+(y-bP?<r

Wektory

Wektorem nazywamy uporzadkowang pare punktéw. Pierwszy z tych punktéw to

poczatek wektora, a drugi - koniec wektora. Poczatek A wektora AB jest punktem
zaczepienia tego wektora.

Wektor zerowy to wektor, w ktérym poczatek i koniec si¢ pokrywaja.

Kazdemu niezerowemu wektorowi przypisujemy kierunek, zwrot i dtugo$¢.

Kicrunek wektora to kicrunck prostej, na ktorej ten wektor lezy. Zwrot wektora AB
to ten zwrot prostej AB, w ktérym A poprzedza B. Dlugoé¢ wektora to odleglos¢
miedzy poczatkiem i koncem tego wektora.

Dwa wektory s3 rowne, gdy majg ten sam kierunek, zwrot i dtu-
gosc.

Wektory nazywamy przeciwnymi, gdy majg ten sam kierunek
i dlugos¢, ale przeciwne zwroty.




Dzialania na wektorach

Dane s3 wektory; iw. 5
v W

Jezeli chcesz skonstruowac sume wektoréw v i w, to: W
— wybierz na plaszczyznie poczqtkowy punkt konstrukcji P;

<l

— w punkcie P zaczep wektor v v; p Vw

_ w koficu wektora v zaczep wektor w;
- poprowadz wektor o poczatku w punkcie P, ktorego

=
koncem jest koniec wektora w.

Jezeli chcesz skonstruowac roznice wektoréw v i w, to:

W
- wybierz na plaszczyznie poczqtkowy punkt konstrukcji P; V
w
P

- zaczep w punkcie P wektor v

_ w koricu wektora v zaczep wektor przeciwny do w3
~ poprowadz wektor o pocza}tku w punkcie P, ktérego

koncem ijest koniec wektora w

Ieéh cheesz skonstruowaé wektor bedacy iloczynem liczby k przez niezerowy wek-
tor v, to narysuj wektor o dtugosci réwnej iloczynowi liczby [k| i diugosa wektora
vi0zwrocie wektora v, jesli k > 0 lub wektor o zwrocie przeciwnym do, jeslik<0.

Wektory w ukladzie wspoirzednych

Wspotrzedne (sktadowe) wektora AB AB =[x - X3 Y5 = Va)> u=[u, u]
Dlugoé¢ wektora |AB| | AB| = \/( X, — X%, )2 +(¥5 = ¥a )2
Dlugoé¢ wektora |ul |u| = ,/ui +u,

u=[u,uli v=[v,v)
Wektor zerowy 0= [0, 0]
Suma wektorow U+v= (o, 4+ 0, + 7]
Réznica wektorow U-v= [u,—vo u, vy]
Iloczyn wektora u przez liczbe k k-u=[ku, ku,)




PRZYKtADY




ZADANIA GEOMETRIA ANALITYCZNA POZIOM PODSTAWOWY

Zadanie 1. Rownanie prostej k£ ma postac

2r —3y+ 6 =0.

Wyznacz réwnanie prostej réwnoleglej do prostej k i przechodzacej przez punks
A= (-2,4).

Zadanie 2. Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB, jezeli
A= (-4,-6), B=(2,-4).
Zadanie 3. Wykaz, ze trojkat o wierzchotkach
A=(11), B=(2,6), C=(-42)
jest trojkatem prostokatnym.

Zadanie 4. Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej wysokosé¢ tréjkata ABC po-
prowadzong z wierzchotka C majac dane:

A=(-4,1), B=(0,5) i C=(2,-2).

Zadanie 5. Punkt A’ = (—a + 2,4) jest obrazem punktu A = (=5,b+ 3) w sy-
metrii wzgledem osi Ox. Wyznacz a 1 b.

Zadanie 6. Dany jest punkt P = (2,7). Wyznacz na osi Oz taki punkt R,
aby jego odlegloé¢ od punktu P wynosita +/74.

Zadanie 7. Wyznacz réwnanie prostej, ktora jest nachylona do osi OX pod
katem 30° i do ktorej nalezy punkt o wspélrzednych A = (0,2).



Zadanie 8. Wyznacz pole trojkata rownoramiennego ABC o ramionach AC'i BC,
w ktorym podstawa AD jest zawarta w prostej o rownaniu

y =2z,
a dwa wierzchotki maja wspoélrzedne
A=(0,0), C=(-3,4).
Zadanie 9. W rombie ABCD punkt A ma wspolrzedne (1,1}, za§ érodek jego

symetrii ma wspotrzedne (3,3). Wyznacz pozostate wierzchotki rombu, wiedzac,
ze jego pole jest rowne 8.

Zadanie 10. Oblicz pole trojkata ABC wiedzac, ze A = (—6,2), C' = (3,2),
natomiast wspolrzedne punktu B sa rozwigzaniem ukladu réwnan:

y=%$+4
y=—x+5

Zadanie 11. Punkt M = (2,—5) jest wierzchotkiem kwadratu. Jeden z jego
bokéw zawiera sie w prostej o réwnaniu x+ 2y —7 = 0. Oblicz pole tego kwadratu.




Zadanie 1. Napisz wzoér funkeji liniowej, ktorej wykres przecina o§ Oy w punkcie
(0,—3) i jest prostopadty do prostej y = 2x — 4.

Zadanie 2. Uzasadnij, ze trojkat o wierachotkach A = (- 3 2), B = (4,-2),
C = (1,4) jest tréjkatem prostokatnym.

Zadanie 3. Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P = (0, 8) i §ro-
dek odcinka AB, gdzie A= (—-1,3), B = (3,7).

Zadanie 4. Wyznacz brakujace wspélrzedne punktow A = (4,y), B = (z,—3)
tak, aby kazdy z nich nalezal do wykresu funkeji y =5 — z.

Zadanie 5. Dane sa punkty A = (0,0), B = (5,2), C = (1,4). Oblicz dtu-
gos¢ srodkowej poprowadzonej z wierzcholka B.

Zadanie 6. Wyznacz réwnanie osi symetrii tréjkata réwnoramiennego o wierz-
cholkach A = (-2,-3), B=(-1,2), C = (4,1).

Zadanie 7. Wyznacz wspétezynnik kierunkowy prostej prostopadlej do prostej
wyznaczonej przez punkty A = (—1,3), B = (5, -1).

Zadanie 8 Oblicz dlugosc najkrotszej wysokosci trojkata o merzcholka.ch

Zadanie 9. Dwie proste
k:y—-2z-1=0 i l: y—2—-3=0

przecinaja si¢ punkcie A. Poprowadzono prosta m przechodzaca przez punkt
C = (4,1) prostopadly do k i przecinajacag | w punkcie B. Oblicz pole troj-
kata ABC.

Zadanie 10. Funkcja liniowa [ jest opisana wzorem
f(z)=(2-a)x+3.

Wyznacz liczbe a, dla ktérej:

a) punkt A = (—5,7) nalezy do wykresu funkcji [,

b) funkcja f jest rosnaca,

c) wykres funkeji f oraz wykres funkcji g okreslonej wzorem g(z) = —0,75z + 6
przecinaja o Oz w tym samym punkcie.

Zadanie 11. Na proste_l y = 2z wyznacz punkt ktory jest jednakowo odlegty
od punktéw A = (3,1), B = (7,3).




Pazdro klasa 3 poziom podstawowy powtd®zenie

2.56. Dane s dwa kolejne wierzchotki réwnolegloboku ABCD: A(-2, - 1) i B(6, 3).
Wiedzac, ze przekatne tego rownolegtoboku przecinajg sig w punkcie E(1, 3):

a) wyznacz wspotrzedne wierzchotkow C, D

b) wykaz, ze réwnolegtobok ABCD jest prostokatem.

2.57. Punkty: A(—1, —2), B(4, —7), C(5, 0) sa kolejnymi wierzchotkami rownolegto-
boku ABCD.

a) Oblicz wspotrzedne wierzchotka D.

b) Wykaz, ze rownolegtobok ABCD jest rombem.

2.58. W trapezie ABCD podstawa AB jest dwa razy dtuzsza od podstawy CD. Punkt
przeciecia przekatnych trapezu ma wspotrzedne (1,1%}. Wiedzac, ze A(5, 10),

B(-7, 2), wyznacz wspotrzedne wierzchotkdw Ci D.

2.59. Wyznacz wartosc parametru p, dia ktorej proste k i I sa rownolegte, jesli:

a) k:px+3y-3+p=0 [px-3y-9=0

b) k: (p+2)x—y+p=0 [-5x+(p-2)y+5=0.

Dla wyznaczonego parametru p podaj réwnania prostych i naszkicuj te proste w pro-
stokatnym ukladzie wspotrzednych.

2.60. Wyznacz wartos¢ parametru m, dla ktorej proste ki | sg prostopadte, jesli:
a) k:4x+3y=0 lmx—2y+6=0

b) ki (m+1)x+3y—12=0 Imx-my+3=0.

Dla wyznaczonego parametru p naszKicuj obie proste w prostokatnym ukladzie
wspotrzednych i oblicz wspétrzedne punktu P przeciecia tych prostych.

2.61. Punkty A(2, —1) oraz B(—1, —10) naleza do prostej k. Oblicz, w jakiej odleglosci
od prostej k znajduije sig punkt C(-4, 5). Nastgpnie oblicz pole trojkata ABC.

2.62. Punkty A(-6, 2), B(2, -6), C(-2, 2) s wierzchotkami trojkata ABC.

a) Napisz réwnania kierunkowe prostych zawierajacych srodkowe AK i BL tego troj-
kata.

b) Wykaz, ze srodkowe AK i BL nie sg prostopadte.

2.63. Punkty A(-5, 2), B(3, -6), C(4, 3) s wierzchotkami tréjkata rownoramien-
nego. Wyznacz réwnanie osi symetrii tego trojkata.



2.64. Punkty A(2, 3) i B(4, —1) sa dwoma kolejnymi wierzchotkami kwadratu ABCD.
Wyznacz wspoétrzedne pozostatych wierzchotkow tego kwadratu.

2.65. Przekatne AC i BD prostokata ABCD s3 zawarte odpowiednio w prostych

l:x+7y—22=0o0razl;: x+y—4=0. Bok BC prostokata zawiera sig w prostej

k:2x—y—14=0.

a) Wyznacz wspéirzedne wierzchotkow A, B, C, D.

b) Oblicz odlegtosc punktu przeciecia przekatnych AC i BD od dwdch nieréwnole-
gtych bokéw tego prostokata.

2.66. Dane sg punkty A(—4, 3)i B(0, 0) oraz prosta k: x + 4 =0.

a) Wyznacz na prostej k punkt C, dla ktérego tréjkat ABC jest rownoramienny. Roz-
waz trzy przypadki (ze wzgledu na to, ktéry bok jest podstawq tego trdjkata).

b) Sposréd wyznaczonych punktéw w punkcie a) wybierz ten, dla ktérego pole troj-
kata ABC jest najwieksze. Oblicz to pole.

2.67. Punkty A(1, 7), B(-S5, 1), C(7, —5) s wierzchotkami trojkata ABC. Oblicz odle-
gtoéé miedzy $rodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie a srodkiem cigzkosci tego
trojkata.

2.68. Dane sg punkty A(-6, 8) i B(2, 4) oraz prosta k: y = x. Wyznacz na prostej k
punkt C, dla ktérego pole trojkata ABC jest rowne 16.

2.69. Punkty A(8, -5), B(-1, 4), C(-5, 0) i D(0, —5) sg wierzchotkami czworokata
ABCD.

a) Wykaz, ze czworokat ten jest trapezem prostokatnym.

b) Oblicz pole trapezu.

2.70. Dane sg punkty A(-9, 0), B(3, -6), C(2, 2), D{-2, 4).

a) Wykaz, ze czworokat ABCD jest trapezem rownoramiennym.
b) Wyznacz réwnanie osi symetrii tego trapezu.

c) Oblicz pole trapezu ABCD.

2.71. Punkty A(3, —1) i B(2, 6) sa kolejnymi wierzchotkami rombu ABCD. Punkt
S(-1, 3) jest srodkiem symetrii tego rombu.

a) Wyznacz wspotrzedne wierzchotkéw Ci D.

b) Napisz réwnania kierunkowe prostych, w ktérych zawierajq si¢ przekatne rombu.
c) Oblicz obwdd i pole tego rembu.

d) Oblicz odlegtos¢ punktu S od boku rombu.



