Dziatania na zbiorach

Moc zbioru skoniczonego A to liczba jego elementéw. Oznaczamy |A|.

Suma

Element x nalezy do sumy dwéch zbioréw A i B wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do co
najmniej jednego z tych zbioréw. Zapisujemy: x e AUB< x € Alubx € B,

Jezeli mamy dane dwa zbiory rozlgczne A i B, tzn. takie zbiory, ktére nie majg zad-
nego elementu wspélnego (symbolicznie piszemy: A N B = &), to zachodzi réwnos¢
|A U B| = |A| + |B.

Jesli zbiory A i B nie sg roztaczne, to |[A U B| < |A| + |B|.

Jesli znamy liczbe elementéw czesci wspolnej, to mozemy obliczy¢ liczbg elementow
sumy zbioréw: [A U B| = |A| + |B| - |[A N B.

Element x nalezy do sumy zbioréw A,, A,, ..., A, wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do co
najmniej jednego z tych zbioréw. Zapisujemy: x nalezy do sumy, oznaczanej symbolem
AUA,U ... UA,, wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do zbioru A, lub nalezy do zbioru
A, lub nalezy do zbioru A, i tak dalej, az do zbioru A,, co zapisujemy:
xeAUAU..UA, & xeAlubxeA,lub...lubxe A,

Iloczyn

Element x nalezy do iloczynu dwéch zbioréw A i B wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy
do obu tych zbioréw. Zapisujemy: x e ANB < xe€ Aix e B.

Element x nalezy do iloczynu zbioréw A,, A,, .., A, oznaczanego symbolem
A N A, N ..M A, wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do kazdego z tych zbioréw:
%€ AymiAy s MA, & x€ Ay § e Ay ied xed,

Jesli kazde dwa zbiory spoérdd zbioréw A, A,, ..., A, s3 rozlaczne, to méwimy, ze te
zbiory sg parami rozlgczne.

Elementy kombinatoryki

Kombinatoryka zajmuje si¢ wyznaczaniem liczby elementéw zbioréw skonczonych
utworzonych zgodnie z okreSlonymi zasadami. Jesli elementy zbioru s3 wypisane, to
tatwo mozemy znalez¢ ich liczbe. Kiedy zbiér jest podany w formie bardziej skompli-
kowanej, to nie jest oczywiste, ile ten zbior ma elementdw. Zadaniem kombinatoryki
jest konstruowanie - spelniajacych pewne okreslone warunki - odwzorowan jednego
zbioru skonczonego w drugi oraz znajdowanie wzoréw na liczb¢ tych odwzorowan.

Podstawowe pojecia, ktorymi postuguje si¢ kombinatoryka

Zbiér {x,, x,, ..., x,} oznacza zbior o elementach x;, X, ..., x,,. Zaden zbidr nie zawiera
dwoch identycznych elementow, to znaczy kazdy element traktujemy tak, jakby wy-
stepowat tylko jeden raz, a kolejnos¢ elementéw zbioru nie ma znaczenia.

Zapis (a,, a5, ..., @,) oznacza ciag skoniczony o n wyrazach 4, a,, ..., a,. Kolejnos$¢
ustawienia wyrazow w ciagu jest bardzo wazna. Jedli zmienimy kolejnos¢ wyrazow
w ciagu, to otrzymamy inny cigg. Cigg moze zawiera¢ wyrazy identyczne lub nie.



Silnia n! oznacza iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n.
n=1-2.3.
0l=1

Regulta dodawania i mnozenia
Elementarnymi metodami kombinatoryki, czgsto stosowanymi intuicyjnie, sg tzw.
reguly (zasady) mnozenia i dodawania.

Regula (zasada) mnozZenia

Jezeli wynik wyboru zalezy od podjecia obu sposréd dwoch decyzji, przy czym
pierwsza mozna podjaé na n sposobow, a druga na m sposobow, to takiego wyboru
mozna dokonaé na m - n sposobow.

Jezeli wynik wyboru zalezy od podjecia wszystkich sposréd k decyzji, przy czym
pierwsza z nich mozna podja¢ na n, sposobéw, drugg na n, sposobow, ..., k-t na n,
sposobow, to takiego wyboru mozna dokonaé na n, - 1, -.... 1 Sposobow.

Regula (zasada) dodawania

Jezeli wybor polega na podjeciu jednej z k decyzji, przy czym pierwsza z nich mozna
podjaé na n, sposobéw, druga na n, sposobow, ..., k-tg na m, sposobow, to takiego
wyboru mozna dokona¢ na n, + n, + ... + n, sposobow.

Zasada wlaczen i wylgczen dla trzech zbiorow
Liczba elementow sumy trzech zbioréw wyraza si¢ wzorem:
\AuBu(,l |A| + |B| +|C| -|AnB|-|AnC|-|BNC|+|AnBNC|.
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zwa ta bierze sie stgd, ze liczbe po prawej stronie otrzymujemy, ,,wlqczajqc do niej
trzy liczby |A|, |B| i |C|, potem ,wylaczajac” z niej liczby |A N B, |[A N C| i |B N (]
i wreszcie ,,wlaczajac” do niej liczbe |A M B m CJ. Dlaczego trzeba tak zrobic? Li-
czac elementy sumy A w B U C, policzyliémy najpierw elementy zbioru A, potem
elementy zbioru B i elementy zbioru C. Otrzymane liczby dodali$my. Mamy wynik
|A| + |B] + |C|. Jezeli zbiory nie sg rozkjczne, to niektore elementy liczylismy dwu-
krotnie, np. jesli x € A M B, to element x byl policzony raz jako element zbioru A i raz
jako element zbioru B. Nalezy wigc odja¢ od wyniku kazdy iloczyn dwoch zbiorow:
|A N B|,|ANC|i|Bn C|. Jeieli x byl elementem wszystkich zbioréw, to najpierw byl
policzony trzykrotnie: raz jako element zbioru A, raz jako element zbioru B i raz jako
element zbioru C. Potem trzykrotnie policzylismy go jako element zbiorow A N B,
A ~ CiBn C, wiec go trzykrotnie usunelismy. Trzeba wigc jeszcze raz go dodac. Stad
wynika, ze do wyniku nalezy doda¢ liczbg |A
prawa stron¢ wzoru.




Zasada wlaczen i wylaczen: przypadek czterech zbiorow

[AUBUCUD]|=A| + B+ || + D] +
-lJANB|-|AnC|-|AnD|-|BNnC|-|BND|-|CND|+
+[ANBNCl+|AnBNAD|+|AnNCND|+|[BNCND|+
-[AnBNCn D

W tym przypadku, a takze w przypadku wigkszej liczby zbioréw zastosowana jest

nastepujaca regula doboru znakéw po prawej stronie wzoru wlaczen i wytaczen.

Liczby elementéw zbioréw (|A|, |B, |C|, |D]) sa brane ze znakiem ,,+7, kazdy iloczyn

dwdch zbioréw bierzemy ze znakiem ,,—, kazdy iloczyn trzech zbioréw bierzemy ze

znakiem ,+7, kazdy iloczyn czterech zbioréw ze znakiem ,,—” i tak dalej, az do wy-
czerpania wszystkich mozliwoéci.

Permutacje, wariacje i kombinacje

Kombinatoryka odpowiada na pytanie, ile da sie zbudowa¢ odwzorowan okreslone-
go rodzaju z dostepnych elementéw. Wyrdzniamy trzy rodzaje takich odwzorowan:
permutacje, wariacje i kombinacje.

Wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie pewnego zbioru skonczonego na siebie
nazywamy permutacja.

Liczba sposobdw, w jaki mozna ustawic n elementow w ciag, jest rowna

pl=1+2% 3,5,

Kazde takie ustawienie takze nazywamy permutacja.

Cigg k-wyrazowy utworzony z réznych elementow n-elementowego zbioru nazywa-
my k-elementowg wariacjg bez powtorzen. Wazna jest kolejnosc elementow, a ele-
menty nie moga si¢ powtarzac.

n!

(n—k)!

1 i k s3 dodatnimi liczbami naturalnymi takimi, ze k < n.

Liczbe takich ciggow obliczamy ze wzoru =n-(n—1)-...-(n—k +1), gdzie

Uwaga: Poniewaz k-wyrazowy ciag elementdw zbioru n-elementowego jest permuta-
cjg dowolnego k-elementowego podzbioru tego zbioru, w informatyce (komputery,
kalkulatory) oraz w niektérych krajach UE w ogdle nie uzywa si¢ nazwy wariacja,
tylko k-elementowa permutacja zbioru n-elementowego.

Niech A, A, ..., A,, beda zbiorami o odpowiednio k, k,, ..., k,, elementach.
Liczba ciggéw m-elementowych, takich ze pierwszy element jest z A, drugi z A,, ...,
m-tyz A,,jestréwna k, - k, ...+ k.



Wariacjg m-elementowa z powtérzeniami zbioru k-elementowego nazywamy
kazdy m-wyrazowy ciag elementéow tego zbioru. Liczba takich ciggéw jest rowna
k-k-..-k=k".

| S —
m razy

Kombinacja k-elementowa zbioru n-elementowego nazywamy kazdy k-elemento-
wy podzbior tego zbioru (k < n). Liczba wszystkich takich kombinacji jest rowna

(?’1\ n! nln—0D-m—-2)-c-lB=k+l) . .. oo
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Rachunek prawdopodobienstwa

Dos$wiadczenie losowe. Zdarzenie losowe

Doséwiadczeniem losowym nazywamy doswiadczenie, ktére moze by¢ powtarzane
w jednakowych lub zblizonych warunkach i ktérego wynik nie da si¢ przewidziec
jednoznacznie.

Doéwiadczenia losowe moga by¢ jednoetapowe (np. rzut monetg, rzut kostka do gry,
strzal do celu) lub wieloetapowe (np. kilkukrotny rzut moneta, losowanie kolejno
kilku kul z urny, losowanie urny, a nastgpnie kuli z wybranej urny).

Wynik do$wiadczenia losowego nazywamy zdarzeniem losowym.

Najprostsze wyniki doswiadczenia losowego nazywamy zdarzeniami elementar-
nymi.

Zbi6r wszystkich zdarzen elementarnych danego dos$wiadczenia losowego oznacza-
my Q) i nazywamy przestrzenig zdarzen elementarnych.

Kazde zdarzenie losowe jest zbiorem pewnej liczby zdarzen elementarnych. Zdarze-
nie elementarne, ktore jest elementem zbioru A, nazywamy zdarzeniem sprzyjajacym
zdarzeniu A. Liczbe wszystkich zdarzen elementarnych danego do$wiadczenia loso-
wego oznaczamy |Q].

Liczbe wszystkich zdarzen elementarnych sprzyj ajacych zdarzeniu A oznaczamy |Al.

Zbior Q jest tzw. zdarzeniem pewnym; zbior pusty jest zdarzeniem niemozliwym.

Jezeli dla do$wiadczenia losowego |Q| = 1, to liczba wszystkich zdarzen losowych
tego do$wiadczenia jest rowna 2".

Dzialania na zdarzeniach

Méwimy o sumie zdarzen A, B, gdy zachodzi co najmniej jedno ze zdarzen A, B, tzn. gdy
sachodzi zdarzenie A lub zachodzi zdarzenie B (oznaczamy A \U B).

Iloczyn zdarzen A, B zachodzi wtedy, gdy jednocze$nie zachodzi zdarzenie A i zda-
rzenie B (oznaczamy A M B).

Mé6wimy o réznicy zdarzen A, B, gdy zachodzi zdarzenie A i nie zachodzi zdarzenie B
(oznaczamy A — B).

Zdarzenie przeciwne do A zachodzi, gdy nie zachodzi zdarzenie A (oznaczamy A’).
Zdarzenia A, B wykluczaja sie¢, gdy zdarzenie A N B jest zdarzeniem niemozliwym
(AN B=29Q).

Zdarzenie A pociaga zdarzenie B, gdy z zajscia zdarzenia A wynika zajécie zdarze-
nia B (oznaczamy A c B).

Czestos¢ wzgledna zdarzenia A

Jezeli pewne do$wiadczenie zostalo powtorzone 7 razy, w wyniku czego zdarzenie A

: k . ;
zaszto k razy, to iloraz — nazywamy Cz¢stoscig wzgledna zdarzenia A.
7



Prawdopodobienstwo

Niech Q bedzie przestrzenig zdarzen elementarnych pewnego do$wiadczenia loso-
wego. Prawdopodobienistwem nazywamy funkcje, ktéra kazdemu zdarzeniu A tej
przestrzeni przyporzadkowuje liczbg P(A) spelniajaca warunki:

— prawdopodobienstwo zajscia P(A) =0
dowolnego zdarzenia A jest
liczba nieujemna;

- prawdopodobienstwo  sumy Jezeli A N B =, to P(A U B) = P(A) + P(B).

dwoch zdarzen wykluczaja-
cych sie jest rowne sumie praw-
dopodobienstw tych zdarzen;

— prawdopodobienstwo zdarze- P(Q)=1

nia pewnego jest rowne 1.

Wiasnosci prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A
jest liczbg nie wigksza od jednosci.
Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwe-
go jest rowne zero.

Prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego
do A jest rowne roznicy liczby 1 i prawdopo-
dobienstwa zajscia zdarzenia A.

Jezeli zdarzenie A pociaga zdarzenie B, to
prawdopodobienstwo zdarzenia A jest nie
wieksze niz prawdopodobienstwo zdarzenia B

Prawdopodobiefstwo ~ sumy  dowolnych
dwoch zdarzen A, Bc Q jest réwne sumie
prawdopodobienstw tych zdarzen pomniej-
szonej o prawdopodobienstwo ich iloczynu.

Prawdopodobienistwo ~ sumy  dowolnych
dwdch zdarzen A, B < Q nie jest wieksze od
sumy tych zdarzen.

P(A) <1
P(D)=0
P(A’) =1-P(A)

Jezeli A < B, to P(A) < P(B).

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B)

P(A U B) < P(A) + P(B)

P(A\B) = P(4) — P(AN B)



Twierdzenie o klasycznej definicji prawdopodobienstwa

Niech Q bedzie skonczonym zbiorem wszystkich zdarzen
elementarnych pewnego doswiadczenia losowego. Jezeli wszystkie
zdarzenia elementarne s3 jednakowo prawdopodobne, to prawdo-
podobienstwo dowolnego zdarzenia A — € jest réwne stosunkowi
liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A do liczby
wszystkich zdarzen elementarnych.

|A]
P(A) =+~
(A) 0]

Obliczanie prawdopodobienstwa za pomoca drzewa prawdopodobienistwa
Za pomoca drzewa mozna przedstawia¢ przestrzen wynikéw doswiadczenia przebie-
gajacego etapami.

Przyklad 1. Doswiadczenie jednoetapowe
A\ Z urny zawierajacej 3 kule biale, 2 niebieskie i jedng zielong wy-
losowano jedna. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze bedzie to kula

17 5
g & 8 biala lub zielona?
@ b Prawdopodobienstwa wszystkich wynikéw daja w sumie 1. Kazdy
wynik odpowiada na tym drzewie pewnej galezi. Prawdopodo-
bieristwo, ze wylosowana bedzie kula biata lub zielona, jest réwne sumie prawdopo-
dobienstw zaznaczonych na poszczegélnych galeziach.

3 1
WtymwypadkuPzg—l—g.

Przyklad 2. Doswiadczenie wieloetapowe

/\ W woreczku znajduja si¢ ziarna fasoli biale
7 i czarne. Losujemy dwa razy bez zwracania. Jakie
/E Iﬁ\ I losowanie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowane ziar-
na beda roznych koloréw, jezeli bylo 10 ziaren,

% % w tym 3 biale?

Drzewo obok ilustruje przebieg dos$wiadcze-

2 7 36
9 e = : .
3 3 / 9\ I losowanie nia dwuetapowego. Pierwszy etap to losowanie
@5 @ b pierwszego ziarna. Drugi etap to losowanie ziarna

ze zbioru, w ktérym jest o jeden element mniej.
Kolorem czerwonym zaznaczono istotne gatezie drzewa. Prawdopodobienistwu zda-
rzenia polegajacego na tym, ze wylosowano najpierw ziarno biate, a potem czerwone,

3 7
odpowiada iloczyn — Prawdopodobienstwu zdarzenia polegajacego na tym, ze

7 3
najpierw wylosowano ziarno czarne, a potem biale, odpowiada iloczyn TR Aby

otrzyma¢é prawdopodobiefistwo szukanego zdarzenia, musimy obliczy¢ sumg tych
3 7 7 3

iloczynéw: P= —-— + :
10 9 10 9



Prawdopodobienstwo warunkowe

Jezeli A i B sg zdarzeniami losowymi zawartymi w tej samej

przestrzeni zdarzen elementarnych Qi P(B) > 0, to praw-

dopodobienstwem warunkowym zdarzenia A pod warun- P(A|B) = P (A NB )
kiem, ze zaszlo zdarzenie B, nazywamy stosunek prawdopo- P ( B)
dobienstwa iloczynu zdarzen A i B do prawdopodobienstwa

zdarzenia B (oznaczamy P(A|B)).

Prawdopodobienstwo iloczynu

Jezeli A i B sg zdarzeniami losowymi zawartymi w tej sa-
mej przestrzeni zdarzen elementarnych Qi P(A) > 0, to
prawdopodobienstwo ich iloczynu jest rowne iloczyno-
wi prawdopodobienstwa jednego z tych zdarzen przez
prawdopodobienstwo warunkowe drugiego zdarzenia
pod warunkiem, Ze zaszlo pierwsze zdarzenie.

P(A N B) = P(A) - P(B|A)

Prawdopodobienstwo catkowite

Jezeli zdarzenia A, B,, B,, ..., B, sa podzbiorami tej samej przestrzeni zdarzen ele-
mentarnych spelniajagcymi warunki:

l. BjvB,w..\WB, =L,

2. P(B) >0, gdzie i € {1, 2, .., n},

3. BnB=0 dlai=#j,gdziei,je{l,2,..n}

to zachodzi wzér P(A) = P(A|B,) - P(B,) + P(A|B,) - P(B,) + ... + P(A|B,) - P(B,)
zwany wzorem na prawdopodobienstwo catkowite (zupeine).

Schemat Bernoulliego

Wsrod doswiadezen wieloetapowych na szczegdlng uwage zastuguje te, ktore polegajg na n-krotnym powtdérzeniu, w tych
samych warunkach 1 niezaleznie od siebie do$wiadczenia losowego, konczacego sie tylko jednym z dwoch mozliwych
wynikow. Takie doswiadczenie nazywamy proba Bernoulliego. Przykladem proby Bernoulliego jest: rzut moneta (orzel,
reszka), kupno losu na loterii (los wygrany, los przegrany).

Wielokrotne powtorzenie proby nazwiemy niezaleznymi, jesli pojawienie sie dowolnych wynikéw w jednej prébie nie
zmienia prawdopodobiefstwa pojawienia sie wynikow przy pozostalych prébach.

Jezeli przeprowadzimy » niezaleznych 1 identycznych doswiadczen, w ktorych sg tylko dwa mozliwe wyniki, to taki ciag
powtorzen tego samego doswiadczenia nazywamy schematem Bernoulliego. W schemacie tym jedno ze zdarzen
elementarnych nazywamy sukcesem, a drugie porazka.

W schemacie » prob Bernoulliego prawdopodobienstwo P,,(k) otrzymania dokladnie & sukcesow wyraza sie¢ wzorem:

Pa(l) = (:)pq

gdzie p jest prawdopodobienstwem sukcesu, za$ ¢ = 1 - p prawdopodobienstwem porazki w probie Bernoulliego, przy
czym0<p<l1,k=0,1,2,..,n



Najbardziej prawdopodobna liczba sukcesow w schemacie Bernoulliego

Jesli (m + 1)p nie jest liczbg catkowity, to najbardziej prawdopodobna liczbg sukceséw w schemacie » prob Bernoulliego,
jest najwieksza liczba calkowita mniejsza od (» + 1)p. Je$li natomiast (n + 1)p jest liczba catkowita, to najbardzie;j
prawdopodobne sg dwie wartosci: (n+ 1)p - 1 oraz (n + L)p.

Zmienna losowa — funkcja przypisujgca zdarzeniom elementarnym liczby. Intuicyjnie: odwzorowanie przenoszace
badania prawdopodobienstwa z niewygodnej przestrzeni probabilistycznej do dobrze znanej przestrzeni euklidesowe;j.
Zmienne losowe to funkcje mierzalne wzgledem przestrzeni probabilistycznych.

Zmienng losowg jest na przyktad funkcja opisujgca wage lub wzrost ciata wylosowanego z pewnej populacji osobnika.
Zjawiskom o charakterze losowym, ktérym nie mozna w oczywisty sposob przypisac jakiej$ miary liczbowej, mozna
przypisywac liczby wedtug pewnego klucza tak, aby mozliwe byto ich poréwnywanie w interesujgcym nas aspekcie.
Najprostszymi przyktadami sg: moneta (np. ortu przypisujemy zero, a reszce jedynke) i kostka do gry (kazdej sciance
przypisujemy liczbe wylosowanych oczek). Innymi przyktadami mogg by¢é: stan techniczny urzadzenia czy wiedza ucznia
(oceniana w skali od 1 do 6).

Rozklad prawdopodobienistwa i

Rozktad prawdopodobienstwa — miara probabilistyczna okreslona na zbiorze wartosci pewnej zmiennej losowej
(wektora losowego), przypisujgca prawdopodobienstwa wartosciom tej zmiennej. Formalnie rozktad prawdopodobieristwa
mozna rozpatrywaé bez odwotania sie zmiennych losowych.

Wartos¢ oczekiwana pou

Wartos¢ oczekiwana (wartos¢ srednia, przecietna, dawniej nadzieja matematyczna) — wartos¢ okreslajgca
spodziewany wynik doswiadczenia losowego. Wartos¢ oczekiwana to inaczej pierwszy moment zwykty. Estymatorem
wartosci oczekiwanej rozktadu cechy w populacji jest srednia arytmetyczna.

Zmienna dyskretha |edyi)

Niech X bedzie zmienng losows typu dyskretnego. Warto$cig oczekiwang nazywa sie sume iloczynéw wartosci tej
zmiennej losowej oraz prawdopodobienstw z jakimi sg one przyjmowane.

Jezeli dyskretna zmienna losowa X przyjmuje wartosci &1, €9, . . . , €5, Z prawdopodobienstwami wynoszacymi
odpowiednio py, D2, .. ., Pp, to wartosc¢ oczekiwana EX zmiennej losowej X wyraza sie wzorem

i=1
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Rzucamy kostka do gry 5 razy. Obliczyé prawdopodobienstwo
zdarzenia:
a) co najmniej 5 oczek wypadnie dokladnic dwa razy.
b) parzysta liczba oczek wypadnie co najmniej cztery razy.
80 . 3

Py

243°16°

Rzucamy 5 razy dwiema kostkami do gry. Oblicz prawdopodobieristwo
(ego, ze dokladnie dwa razy suma oczek Wynosi¢ bedzie 10.
6655
P. m.
Oblicz prawdopodobieristwo tego, Zze w pigciu rzutach kostkq i monety
co najmniej 4 razy wypadnie orzel i liczba oczek parzysta.

Odp. —6%-

Rzucamy n razy monetq (n eNT ) Obliczyé prawdopodobiernstwo

zdarzenia, Ze uzyskano co najmniej jednego orla.
Odp. £iad §

ah

Obliczy¢ co jest mniej prawdopodobne: Wyrzucenie co najwyzej raz
reszki w 4 rzutach monety, czy co najmniej raz trojki w 2 rzutach
kostka.

Odp. Mniej prawdopodobne Jest wyrzucenie co najmniej raz trojki.

Przy ilu rzutach monetq prawdopodobieristwa wyrzucenia dokladnie
lrzy razy orla i wyrzucenia dokadnie 5 razy reszki sa jednakowe?

Odp. n=8.

Gra polega na rzucie kostka i monety. Wygrana nastepuje po lacznym

olrzymaniu sz6stki i orla. Jakie Jest prawdopodobienstwo, Ze w trzech
grach wygrana nastapi dokladnie raz?

121
ofe; 576°

lle razy nalezy rzucaé trzema monetami, aby pm“ﬂopodobieﬁs.two
olrzymania przynajmniej raz trzech orléw Jednoczesnie bylo wigksze od
0,87

Odp. Co najmniej 13 razy.
Podaj i udowodnij twierdzenie o prawdopodobienstwie calkowitym.
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bylo wicksze MM

128"
Odp. n>4,

medopodobicﬁslwo €0 najmnigj Jednego trafienia do arczy przy

] e s ’ 8() A o §
czterech wystrzalach Jest rowne TR Obliczy¢ Prawdopodobiciistye

trafienia przy Jednym wystrzale
2
(J‘dp. ':—‘-

Trzech fotografow wykonuje zdjecie, Prawdopodobicl'lstwo wykonania
Poprawnej fotografii jest dlx kazdego 7 nicly takie samo Wynosi (.8
Jakie jest Prawdopodobieristwo_ 70 CO najmniej jedna fotografia bedzie
udana?

Odp. 0,992,

W urnie s3 3 kule biale I 4 kule czarne. Losujemy dwie kule. Oblicz
prawdopodobieristwo lego, ze Wylosujemy dokladnie Jedna kule czarny,

4
Odp. 7

W serii 25 znaczkéw jest 5 uszkodzonych. Losujemy trzy znaczki Jakie
Jest Prawdopodobiernistwo, 7e co najmniej dwa s3 dobre?

209
Odp. 330"
W loterii jest 10 losow, wsrod ktorych sy 2 Wygrywajace. Jakic. Jest
Prawdopodobiernstwo, ze wsrdd 5 kupionych loséw choé Jeden jest
Wygrywajacy?

Odp. %.

Z grupy skladajacej si¢ z 10 kobiet i 5 mezezyzn wybrano w sposob
losowy delegacje 3-0sobowy. Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze w sklad
delegacji wehodzg i mezczyzni i kobiety?

S
Odp. >

Rzucamy pigé razy kostkq do gry. Obliczy¢ prawdopodobieiistwo tego.
ze zaden wynik nie powtorzy sig.

5
Odp. =

é- 55 piE

Czy latwiej otrzymaé co najmniej 9 orlow w 10 rzutach monety, czy

' sume oczek rowna 17 w trzech rzutach kostka do gry?
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Sicc.Im.n kul wrzucono W sposb przypadkowy do dwoch pojemnikéw
Jalf:c Jest prawdopodobienstwo. ze w kazdym pojemniku jest co -
najmniej jedna kula?

63
Odp. —=.
s
Trzy kule roznych kolqr Ow wrzucamy do trzech szuflad. Jakie jest
prawdopodobienstwo, Ze w kazdej szufladzie bedzie co najwyzej jedna
kula? ’
1
Odp. 0"
Do tramwaju skladajacego si¢ z 2 wagondw wsiada 5 pasazeréw. Jakie
jest prawdopodobienstwo. ze do pierwszego wagonu wsigdzie dokladnic
3 pasazerow?
5
Odp. —.
T

Na pdlce w sposob losowy ustawiono 10 ksigzek, w tym dwie bedace
picrwsza i drugg czgsciq tej samej powiesci. Obliczy¢
prawdopodobienstwo tego, ze cz¢s¢ I i 11 stoja obok siebie.

Odp. %

Przy okraglym stole posadzono w sposob losowy 8 0séb, wéréd ktorych
sq rodzice z dwojgiem dzieci. Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze
dzieci siedzy bezposrednio migdzy rodzicami.

2
Odp. 105"
Dziecko bawi si¢ klockami oznaczonymi literami: M, A, A, A, A, 1, T,
I, K, Y ukladajac je w ciag. Wyznacz prawdopodobienstwo tego, z¢
dziecko ulozy slowo MATEMATYKA.

1
Odp. 151200

Ze zbioru {l: 233 l(}} wybieramy w sposob losowy kolejno trzy
liczby bez zwracania. Obliczy¢ prawdopodobienstwo wylosowania takle_] |
trojki (x; y: z) liczb, dla ktorej x +y <Z.

5
Odp. "3—6

Ho Ro I Sy ey 3 prety.
Spoérod pigciu pretow o dlugosci: 1; 3:4: 511 6m losujemy
Jakie jest prawdopodobienstwo, Z¢ Z wylosowanych pretow mozna
zbudowac:
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W kazdej z trzech urn znajduije si¢ 1 kula czarna i 2 biale. Z picrwszej
urny przelozono losowo wybrang kule do urny drugiej, a nastgpnie

z drugiej urny losowo wybrang kule do trzeciej. Znalez¢
prawdopodobieiistwo wylosowania kuli bialej z trzeciej urny.

2
QOdp. 7';-

Z urny. w ktérej znajdujq si¢ cztery losy z numerami: 110: 10 1;: 211
1 222 wyciagamy trzy losy, po kazdym losowaniu wrzucajac los do urny.
Obliczy¢ prawdopodobieristwo zdarzenia, 7e co najmniej raz
wyciggniemy los z cyfra | na drugim migjscu,

7
Odp. e
Ze zbioru {l: 23 uks 222} losujemy jedna liczbe. Obliczy¢
prawdopodobieristwo tego, Ze wylosowana liczba Jest podzielna przez
2 lub przez 3.

2
Odp. 3

Rzucono kostkg 3 razy. Za pierwszym razem wyrzucono 5 oczek. Oblicz
prawdopodobieristwo, ze suma oczek w 3 rzutach bedzie wigksza od 9.

Odp. o'i

Rzucamy raz trzema kostkami do gry. Oblicz prawdopodopodobieristwo
zdarzenia: iloczyn oczek wyrzuconych na trzech kostkach nie Jesttezby
podzielng przez 90 i nie jest liczbg podzielng przez 60.
31

P- 36
Rzucamy szesciokrotnic kostka do gry. Oblicz prawdopodobierstwo
(ego, ze w co najmniej jednym rzucie liczba wyrzuconych oczek bedzie
rowna numerowi rzutu.

Kazda z trzech Jednakowych urn zawiera 21 kul, z ktérych dokladnie

k jest bialych. Z kazdej urny wyciggamy losowo Jedng kulg. Zbadad, dla
Jakiej wartoéci & prawdopodobienistwo wyciagniecia dokladnie dwéch
bialych kul jest najwicksze.

Odp. 14,

Do 10-cio osobow_ego, Klubu tenisowego nalezy 6 kobiet i 4 mezezyzn,
Trzy spoéréd kobiet i jeden sposrdd mezezyzn sq leworeczni. Losowo
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Jjest liczby podzielny
4 podziclng przez 5.

prawdopqdobieﬁstwo 1€g0. Z¢ numer trzeciej kartki
Przez 3 i jednoczeénie numer pigtej kartki Jest liczb

1
Odp. -i_‘i_ :

Ze z.biom.zawicm jacego kolejne liczby Naturalne od |
IFJS!I_]CII]_V Jedng liczbe. Jakie Jest Prawdopodobicristy
liczbe parzysty lub podziclng przez 59

666
NUSTITE
W dwoéch urnach Jest po 10 kul Czamych. Jak ulokowaé 20 kul bialych
W tych u-rnach, aby prawdopodobicristwo wylosowania bialej kuli
(w dOS‘.’r’!I.idC?J.':III!I polegajacym na wylosowaniy urny, a nastepnie z tej
urny wyciggnigcia losowo kuli) bylo najwigksze,

Odp. Po 10 w kazdej umie,

do 111} wlacznie
0, 7¢ wylosujemy .

Polowa ponumerowanych liczbami: 1: 2: .- 6 urn zawiera po 2 biale
1 3 czarne kule. w pozostalych urnach sj po 4 biale i 3 czarne kule.
Rzucamy kostka. a nastepnie z urny o numerze rownym liczbie
wyrzuconych oczek losujemy bez zwracania 2 kule. Co jest bardziej
prawdopodobne - wylosowanic dwéch kul bialych, czy dwoch kul
czarnych?

Odp. Bardziej prawdopodobne jest wylosowanie kul czamych,
W kazdej z 10 jednakowych urn ¢ /1 Uy Uy, znajduie sig 10 kul,
Przy czym w urnie o numerze n (1<n < 10) znajduje si¢ 7 kul bialych

i 10-n kul czarnych. Si¢gamy losowo do jednej z urn i Iosujcn!}r Jjedng
kulg. Jakie jest prawdopodobieiistwo wylosowania kuli czarnej?

Odp. 0,45.

Do tramwaju skladajacego si¢ z trzech wa gonow wsiada 9_pa&*3:«':crow.
Jakie jest prawdopodobieiistwo, ze do kazdego wagonu wsigdzie po

3 pasazerow.

560
Odp. 361"

Autobus, w ktérym znajduje si¢ 8 pasazerow zmrzy:.nuje si¢ ;:la 10
przystankach. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, Ze kazdy
z pasazerow wysiadzie na innym przystanku.

367
S 31250 °
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KOMBINATORYKA. DWUMIAN NEWTONA

silnia, symbol Newtona

g : 158 5 e 3 26
t}
O ile procent liczba e jest mniejsza od liczby ( 3 J ?

Dane sa liczby a=18!1 b=20!.

a) Ile razy liczba b jest wieksza niz liczba a?

b) Liczbg a zapisano w systemie dziesigtnym. Podaj cyfre jednosci liczby a.

c) Liczbe b zapisano w systemie dziesietnym. Podaj cyfre tysiecy liczby b.

d) Uzasadnij, ze liczba a jest podzielna przez 119, a nie jest podzielna przez 19.

: 52 e fi! 3 5 39 41
Oblicz wartos¢ wyrazenia (0)+ (2)+(4)+ e '+[38J +[40),

Twierdzenie. Dlakazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé (g]+(ﬂ AL [:) =21
Wykorzystujac podana rownosc, oblicz
a) liczbe wszystkich podzbioréw zbioru pigcioelementowego;

b) liczbe wszystkich niepustych podzbioréw zbioru szescioelementowego.
R . (n+2 n
Rozwiaz réwnanie 4 =5 3 )

. i n \_ [ntl
Wykaz, ze jesli ke N, ne N i k<n, to (k}'_(kﬂj—[kﬂ]'

(n+l]!—n!

Oblicz granice i zbadaj monotonicznosé ciagu (a,) o wyrazie ogélnym a, = W
n+1)+n!

dwumian Newtona
W rozwinigciu dwumianu (x+ 1), gdzie n> 5, wspélczynnik przy x° jest réwny wspélczynnikowi przy x

Znajdz n.

Wyznacz ten wspétezynnik rozwiniecia dwumianu (x* +L4]”. ktory wystgpuje przy - gt
X

12
Znajdz ten wyraz dwumianu ({/: F 3) , w ktérym nie wystepuje x.
X

zadania kombinatoryczne

W jadtospisie baru mlecznego ,Biedronka™ znajduje si¢ 8 zup, 7 drugich dan i 2 kompoty, natomiast
konsument chcacy zjes¢ obiad w barze ,.Gdanskim™ ma do wyboru 6 zup, 5 drugich dan i 4 kompoty.
Pan Kowalski zamierza zjes¢ obiad w jednym z tych baréw. W ktérym barze ma wieksza mozliwosc
wyboru zestawu obiadowego sktadajacego sig z zupy, drugiego dania i kompotu?
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74,

0Od domu wezasowego do podndza géry prowadza 3 trasy autokarowe, a od podnoza gory na szczyt wioda
4 szlaki turystyczne. Oblicz, ile réznych tras moze zaplanowac organizator wycieczki, jezeli ze wzgledow
poznawczych droga powrotna bedzie przebiega¢

a) innym szlakiem turystycznym i ta sama trasa autokarowa:

b) innym szlakiem turystycznym i inna trasg autokarowa.

Wyznaczymy liczbe wszystkich dzielnikéw liczby a=35%7%

Zauwazmy, ze kazdy dzielnik liczby a jest liczba postaci 3%5™7", gdzie ke {0,1,2,3},me {0.1,2,3,4}.
ne {0, 1, 2}. Zatem liczba dzielnikéw liczby a jest réwna liczbie tréjwyrazowych ciagdw (k, m. n), gdzie
ke {0,1,2,3},me {0,1,2,3,4}.ne {0, 1, 2}. Wyznaczamy liczbg tych ciagéw: 4-35- 3. Tak wigc licz-
ba @ ma 60 dzielnikdw.

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie, wyznacz liczbe dzielnikéw liczby

a) 2°-117-13; b) 5400.

W pewnym prostym edytorze tekstéw uzytkownik moze pisac tekst uzywajac tylko czterech typow czcio-
nek: Arial, Courier, Impact i Times New Roman. Oblicz, na ile réznych sposobow mozna napisa¢ w tym
programie slowo

a) TRON; b) FOTEL,

zmieniajac tylko typ czcionki.

W galerii przygotowywana jest wystawa malarstwa olejnego. Na jednej ze scian nalezy zawiesi¢ w jed-
nym rzedzie osiem obrazéw. Oblicz, na ile sposobéw mozna to zrobi¢, jesli dwa najwigksze piétna

a) maja by¢ umieszczone na poczatku i na koncu $ciany,

b) maja sasiadowac ze soba.

W rozgrywkach pitkarskiej pierwszej ligi wystgpuje 14 zespoldw. W jednym sezonie kazda druzyna roz-
grywa z kazda mecz i rewanz. Do ilu pierwszoligowych pojedynkéw pitkarskich dochodzi w ciagu sezonu?

Majac do dyspozycji farby w pieciu kolorach, Tomek ma za zadanie

pomalowac choragiewke skiadajaca si¢ z trzech czesei (patrz rys.). Czeié 1

Kazda czes¢ po obu stronach ma by¢ pomalowana tym samym kolo- Cocii 2

rem farby. Oblicz, na ile réznych sposobéw Tomek moze pomalo-

wat choragiewke, jezeli

a) kazda czes$¢ ma miec inny Kolor:

b) pierwsza i trzecia czes¢ choragiewki ma mie¢ ten sam kolor,
a czesc srodkowa inny.

Ceesc 3

Aby otworzy¢ furtke, przez ktéra wchodzi si¢ na teren posesji pana Nowaka, nalezy na klawiaturze domo-
fonu wybraé czterocyfrowy kod. Syn pana Nowaka dawno nie byl u swojego ojca, ale zapamigtal,
ze pierwsza 1 czwarta cyfra kodu jest parzysta, a suma dwdch srodkowych cyfr jest réwna 6. Oblicz, ile
co najwyzej razy bedzie musiat wpisac kod syn pana Nowaka, aby mdgt otworzy¢ furtke.

Przypusémy, ze w pewnym kraju numer rejestracyjny kazdego samochodu ma posta¢ L,L,L:C,C,Cs, gdzie

kazdy z symboli L, L,, L; oznacza jedna z 22 liter, a kazdy z symboli C). C;, C; oznacza cyfre, przy czym

litery wystepujace w numerze nie moga powtarzac sie.

a) Zbadaj, czy w tym kraju mozna zarejestrowac 10 min samochodéw.

b) Oblicz, ile mozna byloby zarejestrowaé samochodow, gdyby cyfry wystepujace w numerze rejestra-
cyjnym réwniez nie mogly powtarzaé sig. O ile procent zmniejszyltaby si¢ wowczas liczba mozliwych
do utworzenia numerow rejestracyjnych?
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Uczniowie klasy matematyczno-informatycznej musza uczeszczac na fakultety z trzech przedmiotéw, w tym
z co najmniej dwoch przedmiotow scistych. Wyboru dokonuja spos$réd dziesieciu przedmiotéw, wsrod
ktérych sa cztery przedmioty sciste. Oblicz, na ile sposobéw moze wybra¢ fakultety kazdy uczen tej klasy.

W turnieju szachowym kazdy uczestnik rozegral z kazdym z pozostatych zawodnikéw jedna partig.
W calym turnieju rozegrano 66 partii. [lu zawodnikéw brato udzial w tym turnieju?

Na okregu zaznaczono 6 réznych punktow.
a) Ile tréjkatdéw o wierzchotkach w tych punktach mozemy narysowac?
b) Ile wiclokatéw o wierzchotkach w tych punktach mozemy narysowac?

Punkty A, B, C, D, E, F naleza do prostej k, a punkty P, Q, R, § naleza do prostej [ rownolegtej do k (k=L

a) Tle mozna narysowaé takich odcinkéw, ze jeden koniec odcinka nalezy do zbioru {P, Q. R, S}, a drug
do zbioru {A, B, C, D, E, F}?

b) Ile mozna narysowac czworokaléw o wierzchotkach nalezacych do zbioru {A, B, C,D,E,.F.P,Q,R.§ |7

c) Ile mozna narysowac tréjkatéw o wierzcholkach nalezacych do zbioru {A,B,C,D,E, F,P,Q,R, S }?

W przedziale wagonu kolejowego znajduje si¢ 8 ponumerowanych miejsc w dwdéch rzedach po 4 miejsca
Do pustego przedziatn weszto 5 osdb: 3 panie i 2 panéw. Panie zajely miejsca w tym samym rzedzie, a pe
nowic usiedli na miejscach w drugim rzedzie. Oblicz, na ile sposob6éw osoby te mogty zaja¢ miejsca tak, aby
a) panie siedziaty zwrécone twarza do kierunku jazdy;

b) vis-a-vis kazdego z panéw siedziata pani.

Dane sa zbiory A={1, 2, 3}, B={5,6,7, 8,9}.

a) Ile jest wszystkich funkcji ze zbioru A w zbiér B?

b) Ile jest wszystkich funkcji réznowartosciowych ze zbioru A w zbidér B?
c) Ile jest wszystkich funkcji rosnacych ze zbioru A w zbiér B?

Osmiu kolegéw postanowito po lekcjach zagra¢ w pitke. Przed rozpoczeciem meczu musza podzieli¢ si
na dwa czteroosobowe zespoty. Na ile sposobéw moga dokona¢ tego podziatu?

Kazdy z szesciu skazanych ma by¢ osadzony w jednym z trzech zaktadéw karnych.
a) Naile sposob6éw mozna rozmiescié skazanych w tych trzech zaktadach karnych?

b) Na ile sposob6w mozna rozmiesci¢ skazanych tak, aby w kazdym zakladzie kamym wyrok odsiadywais
dwdch z nich?

Komendant posterunku policji ma do dyspozycji siedmiu policjantéw. Oblicz, na ile sposobéw komendant
moze sposrad tych policjantéw utworzyé

a) dwa trzyosobowe patrole;

b) trzy dwuosobowe patrole.

Oblicz liczbg tych permutacji zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, w ktérych liczby 1, 2, 3 wystepuja w porzadke
rosnacym.

Po ptaszczyznie z uktadem wspétrzednych mozna wedrowaé w nastgpujacy sposéb: z punktu (n, k) mozna
przejsé tylko do punktu (n + 1, k) albo do punktu (n, k + 1). Oblicz liczbe drég prowadzacych z punktu
(0, 0) do punktu (4, 4).

Przekatne osmiokata wypukiego maja te¢ wlasnos¢, ze zadne trzy nie przecinaja sie w jednym punkcie.
W ilu punktach przecinaja si¢ przekatne tego wielokata?



RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

schemat klasyczny

Ze zbioru {—4,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4, 5} losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) wylosowana liczba jest rozwiazaniem réwnania x° +2=2x"+x;

b) wylosowana liczba nalezy do zbioru rozwiazan nieréwnosci 5_': =0.
=

W torebcee jest 7 cukierkéw owocowych, 12 kawowych, a pozostate cukierki maja smak migtowy. Wyjmu-

jemy jednego cukierka z torebki. Prawdopodobienstwo tego, ze bedzie to cukierek kawowy, jest rdwne 0.4.

a) Oblicz, ile cukierkéw migtowych znajduje sie w torebce.

b) Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wyjmujac dwa cukierki, oba wyjete cukierki beda miaty smak
owocowy?

Badana grupa 250 rodzin podzielona zostata wedlug dwéch kryteriow: wysokosci rocznego dochodu
1 liczby posiadanych samochodéw. Wyniki przedstawione sa w tabeli:

| Liczba samochodéw Roczny dochéd rodziny
. w rodzinie ponizej 25 tys. zt od 25 tys. do601tys.zt | powyzej 60 tys. zi
| 0 40 10 0

1 25 63 45

2 1 wigcej 0 5 60

Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana z badanej grupy rodzina
a) posiada jeden samochéd;

b) ma roczny dochdd nieprzekraczajacy 60 tys. zi;

¢) posiada przynajmniej jeden samochdd i dochody nie mniejsze niz 25 tys. zt;

d) nie posiada samochodu lub ma dochody nizsze niz 25 tys. zi?

Na wykresie przedstawiono informacje dotyczace znajomo- Znajomosé jezykow obeych

sci jezyka angielskiego oraz jezyka niemieckiego w pewnej O jezyk angielski i jezyk niemiecki
200-osobowej grupie studentéw. Oblicz prawdopodobien- B jczyk niemiecki

stwo zdarzenia polegajacego na tym, Zze losowo wybrany B jezvk angielski

z te] grupy student

a) zna jezyk niemiecki i nie zna jezyka angielskiego;

b) nie zna jgzyka angielskiego i nie zna jgzyka niemieckiego.

25% 50% 60% - odse=k
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Rzucamy dwa razy kostka do gry. Rozwazmy zdarzenia losowe: A — liczba oczek wyrzuconych w pierw-
szyvm rzucie jest dzielnikiem liczby oczek wyrzuconych w drugim rzucie, B — liczby oczek otrzymane w obu
rzutach sq liczbami pierwszymi.

a) Okresl zbidr zdarzen elementarnych tego doswiadczenia.

b) Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A.

¢) Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen A 1 B.

Na wykresie przedstawiono dane o ocenach z matematyki

uzyskanych na koniec I semestru przez uczniow jednej z klas

trzecich. Sposréd ucznidéw tej klasy wybrano losowo dwie

osoby. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego

na tym, ze

a) wylosowano uczniow, z ktérych kazdy mial na koniec
semestru ocene co najmniej bardzo dobra;

b) wylosowano uczniéw, ktérzy mieli na koniec semestru
rézne oceny, przy czym byly to oceny co najmniej dobre. .

-~ 0

L=

Liezho ueczniow
N W oA W

—

Na wykresie przedstawiono sktad trzecich klas pewnego

liceumn. Z listy zawierajacej spis wszystkich uczniéw klas

trzecich wybrano losowo dwie osoby. Oblicz prawdopodo-

bienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze

a) wylosowano dwéch chiopcéw;

b) wylosowano dwie dziewczyny z klasy Illa;

c¢) jedna z wylosowanych oséb jest dziewczyna z klasy IIIb,
a druga chiopcem z klasy Illc.

—
oo O

o

Liczba uczniow

IITA
B dziewczea chlepcy

Sposréd 20 réznych punktéw lezacych na prostej wybieramy losowo dwa punkty. Oblicz prawdopodo-
bienstwo wylosowania sasiednich punktéw.

Wzér funkeji f(x)=ax+b tworzymy w nastgpujacy sposéb: ze zbioru Z={xe C: X +x—-6<0} losujemy ;
kolejno dwie liczby (bez zwracania), pierwsza z wylosowanych liczb jest réwna wspdlczynnikowi a.
a druga jest réwna wspotczynnikowi b. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia

a) A —otrzymana funkcja jest rosnaca; b) B - otrzymana funkcja nie ma miejsca zerowego.

Uczniowie zorganizowali dwie loterie. W pierwszej loterii pozostato 40 loséw, w tym tylko jeden wygry-
wajacy, a w drugiej loterii 80 loséw, w tym dwa wygrywajace. W ktérej z tych loterii osoba kupujaca dwa
losy ma wieksze szanse wylosowania co najmniej jednego losu wygrywajacego?

W kazdym z dwéch koszykéw znajduje sie 5 klockéw czerwonych, 10 zielonych i 6 biatych. Wyjmujemy
losowo po jednym klocku z kazdego koszyka. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
a) wylosujemy dwa klocki biate; b) wylosujemy klocki tego samego koloru.

Sposréd liczb -10, -8, -6, -4,-2,0, 1, 3,5, 7,9, 11 losujemy dwie rézne liczby x i y, a nast¢pnie two-
rzymy iloczyn xy. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:
a) A —iloczyn xy jest liczbg niedodatnig:; b) B — iloczyn xy jest liczbq wiekszq od 60.
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Kazda z cyfr 1. 2, 3, 4, 5 namalowana jest na innym z pieciu klockéw. Dziecko bawiac sie tymi klockami.
ustawilo je obok siebie, tworzac liczbe pigciocyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze dziecko utwo-
rzylo liczbe podzielna

a) przez 2; b) przez 3; c) przez 5; d) przez 9.

Sposréd liczb 1, 2, ..., 9 losujemy jedna liczbe, zwracamy ja i losujemy po raz drugi. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, ze

a) roznica wylosowanych liczb jest liczba parzysta;

b) wartos¢ bezwzgledna réznicy wylosowanych liczb jest wigksza od 1.

Liczby 1, 2, 3, ..., 20 przestawiamy w dowolny sposob. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
a) liczby 1 i 2 beda ustawione jedna obok drugiej;
b) liczby 1, 2 i 3 beda ustawione jedna obok drugiej w kolejnosci wzrastania.

Kazda litera nalezaca do zbioru Z= {A, B, M, R, S, Y} napisana jest na jednej z szesciu kartek. Wybrano
losowo cztery kartki. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) wylosowano tylko kartki ze spélgtoskami;

b) wybrano kartki zawierajace wszystkie samogloski nalezace do zbioru Z;

c) z liter na wylosowanych kartkach nie bedzie mozna utworzy¢ stowa RYBA.

W loterii przygotowano 100 loséw, wsrdd ktorych 10 loséw daje wygrana 10 z1, 5 loséw wygrang 20 zi,
1 los wygrang 50 zi, za$ pozostale sa puste. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze kupujac 3 losy wygramy
¢o najmniej 40 zi.

Rzucamy trzy razy kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen

a) A — wyniki rzutéw utworza ciag arytmetyczny,
b) B — wyniki rzutéw utworza ciag geometryczny.

Ze zbioréw X={-4,-3,-2,-1,1,2,3,4} i Y={-2,-1, 1,2, 3,4, 5} losujemy po jednej liczbie. Rozpa-
trzmy zdarzenia: A — iloczyn wylosowanych liczb jest dodatni, B — obie wylosowane liczby sq parzyste.

a) Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen A i B.

b) Wyznacz prawdopodobienstwo sumy zdarzen A i B.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze trzy losowo wybrane wierzchotki szescianu wyznacza tréjkat
rownoboczny.

Szesciu znajomych opala si¢ na plazy, kazdy na swoim kocu. W pewnym momencie wszyscy wstaja,
biegna do wody, a po kapieli wracaja i klada si¢ na losowo wybranym kocu. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia polegajacego na tym, ze

a) kazda osoba potozy si¢ na swoim kocu;

b) dokiadnie dwie osoby nie potoza sie na swoich kocach.

= % % ® %

Z koszyka, w ktérym jest n piteczek zielonych i 6 biatych, losujemy dwie piteczki. Wiadomo, ze prawdo-
podobienstwo wylosowania dwéch piteczek zielonych jest réwne 0.5. Oblicz, ile pileczek znajduje sig
w koszyku.
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Z urny zawierajacej n kul, w tym 6 biatych, losujemy kolejno dwie kule bez zwracania. Dla jakich warte-
$ci n prawdopodobienistwo wylosowania dwdéch biatych kul bedzie wigksze od 0,25?

Z pudelka, w ktérym jest 6 kul czarnych i » kul biatych losujemy dwie kule. Zbadaj, dla jakich wartosci »
prawdopodobienstwo wylosowania dwéch biatych kul jest mniejsze od 0.5:

Z pudetka, w ktérym znajduje si¢ dwa razy wiecej kul czarnych niz biatych, wylosowano dwie kule
Oblicz, ile kul kazdego koloru znajduje si¢ w pudetku, jezeli wiadomo, Zze prawdopodobiefistwo wyloso-
wania kul réznokolorowych jest réwne prawdopodobienstwu wylosowania kul tego samego koloru.

Z urny, w ktérej jest dwa razy wiecej kul czarnych niz biatych i trzy razy wigcej kul zielonych niz biatych

losujemy trzy kule. Prawdopodobienstwo wylosowania trzech kul réznokolorowych wynosi :_23%' Oblicz

prawdopodobienstwo wylosowania trzech kul, wsréd ktérych doktadnie dwie beda tego samego koloru.

* *® E * %

Ze zbioru punktéw o wspélrzednych (x, y). gdzie xe {1, 2, 3}, zas ye {2, 4}, wybrano losowo dwa réz
punkty. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:

a) A — wylosowane punkty nalezq do prostej o réwnaniu y=2x;

b) B —wylosowane punkty sq koncami odcinka réwnolegtego do osi OX.

W szufladzie znajduje sie 15 kartek ponumerowanych liczbami od 1 do 15. Losujemy kolejno 5 kartek
zwracania. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, Zze numer trzeciej z wylosowanych kartek jest liczhe
podzielna przez 3 1 jednoczesnie numer piatej jest liczba podzielna przez 5.

W grze liczbowej Express Lotek losowanych jest pie¢ sposrod liczb 1, 2, 3, . . ., 41, 42. Gracz zawart jedes
zaktad na najblizsze losowanie (czyli wytypowat w kolekturze Totalizatora Sportowego pie¢ liczb sposrae
czterdziestu dwoch). Oblicz, ile razy prawdopodobienstwo trafienia . tréjki” (czyli wytypowania dokiadnis
trzech liczb sposréd tych, ktére beda wylosowane) jest wigksze niz prawdopodobienstwo trafienia

a) ,.piatki”; b) ..czworki™.

Gracz A rzuca raz szescienna kostka z liczbami 2. 4 1 9 na Sciankach, a gracz B rzuca raz kostka z liczbams
3. 517, przy czym kazda liczba znajduje sig na dwoch sciankach kostki. Wygrywa ten gracz, na ktorege
kostce wypadnie wigksza liczba. Oblicz prawdopodobienstwo wygrania gracza A.

Ze zbioru Z={-1,0, 1, 2, 3} losujemy kolejno bez zwracania wspdiczynniki a, b, ¢ funkcji f (x)=ax +bx+c
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia

a) A — otrzymana funkcja jest malejaca w zbiorze R;

b) B — otrzymana funkcja jest malejaca w przedziale (—e=; —1) i rosnaca w przedziale (=1; +=);

¢) C - otrzymana funkcja jest parzysta.

Z grupy 8 chlopcéw i 4 dziewczat wybrano losowo 5 oséb. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, e stosu-
nek liczby dziewczat do liczby chiopcdw w tej grupie ulegl zwigkszeniu?

Ze zbioru A={1,2,3, ..., 102} losujemy dwie liczby. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze suma wylo- |
sowanych liczb jest podzielna przez 3.
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Za pomoca cyfr 0, 3,4, 5, 6,9 tworzymy wszystkie mozliwe liczby trzycyfrowe o réznych cyfrach. Sposrod
tych liczb wybieramy losowo trzy rézne liczby. Oblicz prawdopodobienstwo tego, Ze co najmniej jedna sposrdd
wylosowanych liczb jest podzielna przez 45?

Z umny, w ktérej znajduje si¢ 20 kul biatych i 2 kule czarne, losujemy » kul. Znajdz najmniejsza wartosc n
taka, przy ktorej prawdopodobienstwo wylosowania przynajmniej jednej kuli czarnej jest wigksze od 0.5.

Zbiér A= {1, 2,3, ..., 4n} podzielono w spos6b losowy na dwa réwnoliczne podzbiory.
a) Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze w obu zbiorach jest tyle samo liczb podzielnych przez n.
b) Zbadaj, dla jakich n prawdopodobienstwo to jest mniejsze od 0,5.

Ze zbioru wszystkich trojwyrazowych ciagéw o wyrazach ze zbioru {1, 2. 3. ..., n} losujemy jeden ciag.
a) Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania ciagu rosnacego lub malejacego.
b) Dla jakiej liczby naturalnej n prawdopodobienstwo to jest rowne 0,125?

Ze zbioru {1.2,3,...,2n—1,2n} losujemy dwukrotnie ze zwracaniem po jednej liczbie. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze iloraz pierwszej wylosowanej liczby przez druga nalezy do przedziatu (1: 2).

drzewka, twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

W jednej klatce jest 5 krélikdw, w tym 3 samiczki, w drugiej klatce znajduje si¢ 7 krolikéw, wsréd kto-
rych sa 4 samiczki. Z pierwszej klatki wyjeto jednego krolika i przeniesiono do drugiej klatki. Po pewnym
czasie wyjeto jednego krolika z drugiej klatki. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia

a) z drugiej klatki wyjeto samca;

b) po wyjeciu krolika z drugiej klatki, w klatce tej pozostato wiecej samcow niz samiczek.

W pewnym technikum s3a trzy klasy trzecie: IITA, I1IB, ITIC. Liczbg dziewczat i chtopcow w poszczegdlnych
klasach podano w tabeli. Sposréd trzecioklasistow nalezy wybra¢ jedna osobe do samorzadu szkolnego.
Ucznia postanowiono wybra¢ w nastgpujacy sposéb: rzu-

cona bedzie szescienna kostka do gry i jesli wypadnie Klasa Dziewczgta Chiopey
jedno oczko, to losujemy osobe z klasy IIIA, jesli wypad- A ) i8
nie piec lub szes¢ oczek, to losujemy osobe z klasy IIIB, _— 3 57
w przeciwnym przypadku losujemy osobe z klasy IIIC. —
Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania w ten sposéb c 12 28

a) ucznia klasy IT1IC;
b) chlopca;
c) dziewczyny z klasy I1IB.

Pewien zawodnik strzelajacy z pistoletu pneumatycznego przy pierwszym strzale trafia w tarcze z praw-
dopodobienstwem 0,8. Obserwacje psychologiczne wykazaty, ze jezeli zawodnik ten oddaje kolejno trzy
strzaty, to w przypadku, gdy w poprzednim strzale trafit w tarcze, to prawdopodobienstwo trafienia w na-
stepnym strzale wzrasta o 0,05, a w przypadku, gdy nie trafil — maleje o 0.1. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze zawodnik ten oddajac trzy strzaly

a) trzykrotnie trafi w tarcze;

b) dwukrotnie trafi w tarcze.
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Pracujacy i bezrobotni
wediug wieku
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presdseawione zostaly na wykresach obok. Jedna z ob-
jetych badaniami osob trafila . szostke” w Duzym Lotku.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze osoba ta

a) jest bezrobotna;

b) ma od 36 do 50 lat; B pecuay 40,
: . = O bezrobotni

c) jest osobg pracujaca w wieku od 36 do 65.

20-35 36-50 S51-65 lm

W fabryce zainstalowano trzy urzadzenia wykrywajace niezaleznie t¢ sama awarie pewnej maszyny.
Prawdopodobienstwo wykrycia awarii przez pierwsze urzadzenie wynosi 0,7. przez drugie 0.8, przez trze-
cie 0,9. Oblicz prawdopodobienstwo wykrycia awarii przez

a) dokladnie dwa urzadzenia;

b) co najmniej jedno urzadzenie.

Przy produkcji pewnego wyrobu wykonuje si¢ dwie kolejno nastgpujace po sobie operacje technologicz-

ne: cigcie i szlifowanie. Prawdopodobienstwa uszkodzenia obrabianego elementu w kazdej z tych operacji

sa odpowiednio réwne p-=0,08 i ps=0,02.

a) Oblicz prawdopodobienstwo, ze poddany obrobce element zostanie uszkodzony.

b) Ile powinno wynosi¢ prawdopodobienstwo pr-, aby prawdopodobienstwo uszkodzenia elementu
w trakcie catej obrébki byto mniejsze od 0,069?

W dwdéch identycznych portfelach znajduja si¢ banknoty. W pierwszym portfelu jest 6 banknotéw
100-ztotowych i1 3 banknoty 50-ztotowe, a w drugim sa 3 banknoty o nominale 100 zt i 7 banknotéw
o nominale 50 zi. Z losowo wybranego portfela wyjmujemy z zamknietymi oczami dwa banknoty.
Sprawdz, czy prawdopodobienstwo wyjecia z portfela stu pieédziesigciu ztotych jest wigksze od 0,5.

Po uptywie 12 godzin bakteria moze zginaé, przezy¢ lub podzielié si¢ na dwie bakterie. Prawdopodobien-
stwa wymienionych zdarzen sa odpowiednio rowne 15, % i 2. Na poczatku byla jedna bakteria. Jakie
jest prawdopodobienstwo tego, ze po uptywie doby

a) bedzie jedna bakteria;

b) beda dwie bakterie.

W pierwszej urnie sa 4 biate i 3 czame kule, a w drugiej 5 biatych i 3 czarne. Z drugiej urny przektadamy
dwie kule do pierwszej urny, a nastgpnie z urny pierwszej losujemy jedna kulg. Oblicz prawdopodobien-
stwo wylosowania kuli czarnej.

W urnie jest 6 kul biatych i 4 czamme. Rzucamy trzy razy moneta. Jezeli reszka wypadnie trzy razy, losu-
jemy bez zwracania trzy kule, jezeli wypadnie dwa razy — dwie kule, a w pozostatych przypadkach jedna
kulg. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania doktadnie jednej kuli biate;j?

Wybieramy losowo jeden ze zbioréw A={1, 2, ...,62} lub B={1, 2, .., 124}. Z wybranego zbioru losu-
jemy liczbe x. Oblicz prawdopodobienstwo tego, Ze liczba x*+ 1 jest podzielna przez 10.
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W urnie U, jest 8 kul biatych i 10 czarnych, w urnie U, jest 12 kul biatych i 4 kule czarne, a w urnie Us sa
4 kule biate i 6 kul czarnych. Z kazdej urny losujemy po jednej kuli i wrzucamy do pustej urny Us. Z urny
U, losujemy dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosowane kule z urny U sa biale.

W kazdym z dziesieciu jednakowych pudetek P, Ps, ..., Pyo znajduje sie 10 kul, przy czym w pudetku
o numerze n (1 £n<10) znajduje si¢ n kul biatych i 10—n czamych. Siegamy losowo do jednego pudetka
i losujemy jedna kule. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarne;j.

W pierwszej urnie sa tylko kule czarne i biale, w drugiej urnie jest 6 kul niebieskich i 4 zielone, a w trze-
ciej urnie sa 2 kule niebieskie i 8 zielonych. Losujemy jedna kul¢ z pierwszej urny. Jezeli wylosowana
kula jest czarna, to losujemy jedna kulg z drugiej urny. a jezeli biala, to losujemy jedna kule z trzeciej
urny. Prawdopodobiefistwo wylosowania kuli zielonej jest dwa razy wigksze od prawdopodobienstwa
wylosowania kuli niebieskiej. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania z pierwszej urny kuli czarnej.

prawdopodobienstwo warunkowe

Rzucamy dwa razy szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobiefistwo wyrzucenia dwa razy nieparzy-
stej liczby oczek, jezeli wiadomo, Ze pig¢ oczek nie wypadio ani razu.

Z grupy, w ktorej sa 4 kobiety i 6 megzczyzn, losujemy dwie osoby. Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze
wylosowano dwie kobiety, jezeli wiadomo, ze wsréd wylosowanych oséb jest co najmniej jedna kobieta.

Z urny zawierajacej 4 kule biale i 5 czarnych usunigto losowo jedna kulg, a nastgpnie wylosowano dwie
kule. Zbadaj, co jest bardziej prawdopodobne

a) wylosowanie dwoch kul biatych pod warunkiem, ze usunelismy kule czarna,

b) wylosowanie kul réznokolorowych pod warunkiem, ze usunglismy Kkulg biata.

Rzucajac dziesie¢ razy kostka do gry otrzymalismy trzy szostki. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze
w pierwszym rzucie otrzymalismy szdstkg?

* £ % e *

Z dwéch zewnetrznie identycznych kostek do gry jedna jest symetryczna, a na drugiej prawdopodobien-
stwo wypadnigcia sz6stki wynosi 0,2. Rzucono dwukrotnie losowo wybrana kostka i wypadly dwie szostki.
Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze rzucano kostka niesymetryczna?

Stwierdzono, ze w pewnej populacji ludzi, ktorej 55% stanowily kobiety, leworgcznosé wystepowata
u 8% mezczyzn oraz u 5% kobiet. Przypadkowo wybrana osoba z tej populacji okazata sig¢ leworgczna.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze byl to mezczyzna?

Pewna grozna choroba wystepuje u 0,5% kréw. Opracowana metoda wykrycia tej choroby daje wynik

pozytywny u 95% kréw chorych, ale takze u 8% kréw zdrowych.

a) W przypadku jakiego odsetka kréw opracowana metoda daje wynik pozytywny? Wynik zaokraglij
do czegscei dziesiatych procenta.

b) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana krowa jest chora, jezeli zastosowana metoda
wykrycia choroby data wynik pozytywny? Wynik podaj w postaci utamka dziesigtnego po zaokragle-
niu do czesci tysigcznych.






