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TEORIA

Dziatania arytmetyczne
Dodawanie a+b=s, gdziea, b- skladniki, s - suma

a+(b+c)=(@+b)+c Jezelia<0ib<0,toa+b<0.
a+b=b+a Jezelia>0ib>0,toa+b>0.
a+0=0+a=a

a+(-a)=(-a)+a=0

Odejmowanie a-b=r, gdziea - odjemna, b - odjemnik, r - roznica

a-b=r & r+b=a a=b < a-b=0
a-b=a+(-b) a>b < a-b>0
O-a=-a a<b < a-b<0

Mnozenie a-b=1i, gdziea,b- czynniki, i - iloczyn

a-b=0 < a=0lubb=0 a(bc) = (ab)c
a-b<0 < a<0ib>01ub a>0ib<0 ab=ba
a-b>0 < a<0ib<0lub a>0ib>0 a.l:l.azl |
a-0=0-a=0 a a
a-l1=1-a=a (== i
a-(-1)=(-1)-a=-a (-a)b = —(ab) = a(-b)
(-a)(-b) = ab

(a+b)c=ac+ bc

Dzielenie a:b=g,b#0, gdziea - dzielna, b - dzielnik, g - iloraz

Jezelib#0,to a:b=q < b-q=a. T G

a:b=2:a-l bbb

b b -a _a ‘
b b

Jeielib#0ia=0,to % =

Dzielenie przez zero jest niewykonalne,

Kolejnos¢ dziatan arytmetycznych

Przy obliczaniu wartoéci wyrazen niezawierajgcych nawiaséw wykonujemy najpierw
mnozenia i dzielenia w kolejnosci ich wystepowania, a nastepnie dodawania i odej-
mowania w kolejnosci ich wystepowania.

Przy obliczaniu warto$ci wyrazen zawierajgcych nawiasy wykonujemy najpierw
dziatania w nawiasach, wewnatrz ktérych nie ma juz innych.

Zbior liczb naturalnych N={0, 1, 2, 3, ...}

Jezeli dla liczb naturalnych dodatnich w, d, n zachodzi réwno$¢ w = d - n, to liczbe d
nazywamy dzielnikiem liczby w, natomiast w jest wielokrotnoscia liczby d. Liczby d
i n nazywamy tez czynnikami liczby w.

Méwimy tez, ze liczba w jest podzielna przez d.




1. LICZBY RZECZYWISTE

Liczba pierwszg nazywamy liczbe naturalng wigksza od jednosci, ktéra ma doktad-
nie dwa dzielniki (jeden i siebie sama).

Liczba zlozong nazywamy liczbe naturalng wigksza od jednosci niebedac liczbg
pierwsza.

Liczb 0 i 1 nie zaliczamy ani do liczb pierwszych, ani do liczb ztozonych.

Kazda liczba naturalna wieksza od 2 albo jest liczbg pierwsza, albo mozna jg przed-
stawi¢ jako iloczyn liczb pierwszych. Taki iloczyn nazywamy rozkladem na czynniki
pierwsze. Ten rozklad jest jednoznaczny.

Jezeli a, b sa liczbami naturalnymi dodatnimi, to ich najwigkszym wspo6lnym dziel-
nikiem (NWD(a, b)) nazywamy najwieksza z liczb naturalnych, przez kt6ra dzieli sig
bez reszty kazda z liczb a, b.

Liczby naturalne a, b nazywamy wzglednie pierwszymi, jesli NWD(a, b) = 1.

L Przykiad Opis

|224=2.2.2.2-2-7 Rozkladamy liczby a, b na czynniki pierwsze, a na-
1890=2+5-7:3-3-3 stepnie wybieramy czynniki wspdlne i mnozymy je.
NWD(224, 1890) = 2 - 7= 14 | Otrzymany iloczyn to NWD(a, b).

Jezeli a, b sg liczbami naturalnymi dodatnimi, to ich najmniejsza wspdlng wielo-
krotnoscig (NWW(a, b)) nazywamy najmniejszg liczbe naturalng rézna od zera, kt6-
ra dzieli sie bez reszty przez a i przez b.

Przyklad Opis
20=2:2-2:2:2+7F Rozktadamy liczby a, b na czynniki pierwsze,
1880 =2 «5+7 53«3 < 3 a nastepnie wybieramy wszystkie czynniki jednej
NWW(224, 1890) = liczby i dopisujemy do nich te czynniki z rozkta-
=2°.7-5-3=30240 du drugiej liczby, ktorych nie bylo w rozkladzie

pierwszej. Iloczyn tak wybranych czynnikow to
NWW(a, b).

Cechy podzielnosci przez niektore liczby

Dzielnik Przyktad Cechy podzielnosci
2 76 548 = 2 - 38 274 Ostatnig cyfra jest 0, 2, 4, 6 1ub 8.
5 §7+1 ; iS 1:+32' iglofgsz 91 237 Suma cyfr dzieli si¢ przez 3.
; 1547 584 964 = 4 - 386 896 241 | Liczba utworzona z dwoch ostatnich
64=4-16 cyfr dzieli si¢ przez 4.
5 67 334 215=5-13 466 843 Ostatnig cyfra jest 0 albo 5.
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164 207 393 =7 - 23 458 199 Zaczynajac od prawej strony, laczymy f
(393 + 164) — 207 = 350 = 7 - 50 | kolejno cyfry w grupy trzycyfrowe. !
Od sumy liczb utworzonych z grup
stojacych na miejscach nieparzystych
odejmujemy sume liczb z grup stoja-
cych na miejscach parzystych. Jezeli
roznica dzieli sie przez 7 (13), to ba-
dana liczba tez dzieli si¢ przez 7 (13).

7 636 878 405 = 13 - 587 452 185
13 | (405 + 636) - (878 + 7) =
=1041 - 885 =156 =13 - 12

5 4502744 = 8 - 562 843 Liczba utworzona z trzech ostatnich

744 =8 - 93 cyfr dzieli si¢ przez 8.

51118 884=9-5679 876 o .
5 5+1+1+1+8+8+8+4=36 Suma cyfr dzieli si¢ przez 9. {
10 2788890 =10-278 889 Ostatnia cyfra jest zerem. '

Roéznica miedzy sumg cyfr stojacych
na miejscach parzystych i suma cyfr
stojacych na miejscach nieparzystych
jest liczbg podzielng przez 11.

76 508 475 = 25 - 3 060 339 Liczba utworzona z dwoch ostatnich
75=25:3 cyfr dzieli sie przez 25.

5773581 =11-524871
11 (8+3+7)-(1+5+7+5)=
=18 =18=0=:11-0
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Zbior liczb catkowitych C=1{0,-1,1,-2,2,-3,3, -4, 4, ...}

Dla dowolnych liczb catkowitych w i d (d > 0) istnieja takie liczby catkowite n i, ze
w=nd+1, r<d.

Liczbe r nazywamy reszty z dzielenia liczby w przez d.

Liczby catkowite podzielne przez dwa nazywamy liczbami parzystymi, za$ niepo-
dzielne przez dwa nazywamy liczbami nieparzystymi.

Zbior liczb wymiernych W
P

Liczbami wymiernymi nazywamy liczby, ktore mozna przedstawi¢ w postaci =,
gdzie p jest dowolng liczbg catkowita, g jest liczbg catkowita rézna od zera. 4
Kazda liczba wymierna ma rozwiniecie dziesietne, okresowe lub skonczone.

Dzialania na ulamkach

Niech a i b beda dowolnymi liczbami catkowitymii b # 0, wtedy a: b= %.
a ¢ _a+c

—+—= , b=0
LA E b=0,k=0 b b b
b-k b E+£=ad+bc,b¢0,d¢0
2.l Z b20,d#0 bod b
b d b .8 2. é b#0,d#0,c#0
b d b ¢
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‘ 1. LICZBY RZECZYWISTE

Zbior liczb niewymiernych NW
Liczbami niewymiernymi nazywamy liczby, ktérych nie mozna przedstawi¢ w po-

iy

staci £, gdzie p jest dowolng liczba catkowity, g jest liczbg catkowita rozng od zera.

Kazda liczba niewymierna ma dokltadnie jedno rozwiniecie dziesietne, ktore jest nie-
skonczone i nieokresowe.

Przyklady liczb niewymiernych: \/5 ;7 e 0,101001000100001...

Zbiér liczb rzeczywistych R
Liczby wymierne i liczby niewymierne razem tworzg zbiér liczb rzeczywistych.

Zbiér Z zawarty w zbiorze liczb rzeczywistych R nazywamy ograniczonym z dotu,
jezeli istnieje liczba rzeczywista m nie wigksza od dowolnej liczby zbioru Z. O liczbie
m mowimy wowczas, ze ogranicza zbior Z z dotu. Najwigksza z liczb ograniczajacych
zbior Z z dotu nazywamy kresem dolnym tego zbioru.

Zbior Z zawarty w zbiorze liczb rzeczywistych R nazywamy ograniczonym z gory, je-
zeli istnieje liczba rzeczywista m nie mniejsza od dowolnej liczby zbioru Z. O liczbie
m mowimy wowczas, ze ogranicza zbior Z z gory. Najmniejsza z liczb ograniczajg-
cych zbiér Z z gory nazywamy kresem gornym tego zbioru.

Kazdej liczbie rzeczywistej jest przyporzadkowany dokladnie jeden punkt na osi licz-
bowej.

Kazdemu punktowi na osi liczbowej jest przyporzadkowana dokladnie jedna liczba
rzeczywista.

Przedzialy liczbowe
Przedzial otwarty (a; b)

L& h e >
Przedzial domkniety (a; b) 0 1
a<x<b l t ¢ >
a b
Przedzial lewostronnie domkniety 0 i
(prawostronnie otwarty) {a; b) a<x<b e ' A
Przedzial prawostronnie domkniety 2 0 1 .
(lewostronnie otwarty) (a; b) a<x<b i ' 1
Przedzial lewostronnie otwarty Jo 1
. . . x>a t t }
nieograniczony (a; +oo) a
Przedzial prawostronnie otwarty 0 1
nieograniczony (-oo; a) e ‘ ' 2
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Przedzial lewostronnie domknigty - [o I ;
nieograniczony {(@; +00) L . ‘ ‘
Przedzial prawostronnie domknigty 2 0 1
nieograniczony (-o0; a) XS a ' ' BT
Wiasnosci réwnosci w zbiorze R
a=a a, b, ¢ - dowolne liczby rzeczywiste
Jezelia=b,to b=a. Jezelia=bib=c,toa=c.
Jezelia=b,toa+c=b+c. Jezelia=bic=d,toa+c=b+d.
: i a b
Jezelic#0,to |a=b< ac=bc & —=—|.
& i
Wiasnosci nieréwnosci w zbiorze R
]eieli a<bib<ctoa<c a, b, ¢ - dowolne liczby rzeczywiste
Jezelia < b,toa+c<b+c. Jeielia< b, toa-c<b-c.

b
Jezeli ¢ > 0, to (a<b<:>ac<bc<:>i<—).
c <

Jezeli ¢ < 0, to [a<b<:>ac>bc<:>g>é}.
c ¢

Jeielia<bic<d,toa+c<b+d.

Wartos¢ bezwzgledna

Warto$¢ bezwzgledng liczby rzeczywistej x definiujemy wzorem: |x| =

{x, jeslix = 0
Dla dowolnych liczb x, y:

—x, jelix <0

K20, |-xl=lx, x-yl=ly-x lx-y=Ix-pl. Dlay=0

E{M
I 1y
ety <l + s Be-yl <l + .

Dlar>0 |x|=r < x=rlubx=-r,

czyli liczba 7 jest na osi liczbowej odlegtoscig punktu x od punktu 0.
x| <r < -r<x<rn |x>r © x<-rlubx>r

Dla dowolnej liczbyaidlar>0 |x-a|=r < x=a-rlubx=a+r,
czyli r jest na osi liczbowej odlegloécig punktu x od punktu a.
x-al<r < a-r<x<a+rn |x-a/2r & x<a-rlubxza+r




1. LICZBY RZECZYWISTE

Przy wykonywaniu dziatar postugujemy si¢ czesto wartoéciami przyblizonymi. War-
toé¢ bezwzgledng réznicy miedzy wartoscig doktadng () a przyblizong (p) nazywa-
my bedem bezwzglednym (b, = |r - p|). Stosunek bledu bezwzglednego do wartosci

?" _—
7| nazywamy bledem wzglednym b, = =2l . Wyrazamy go czgsto w procentach
(btad procentowy). j/‘ o p e
Dziatania na potegach i pierwiastkach o
Potega o wykfadniku naturalnym a" = a-a-..a gdzie a - podstawa, n - wyktadnik
a=Yal=u M
Potega o wykladniku catkowitym P
yjemnym, gdyn e Nia#0 a"

Pierwiastek arytmetyczny stopnia n > 1 z liczby a > 0 Ya=bo br=aib>0

W szczegdlnosci pierwiastek kwadratowy Ja=b o (b*=aib=0)
Pierwiastek nieparzystego stopnia # z liczby ujemnej a

Ya=b o bi=a (w tym wypadku liczba b jest tez ujemna)

Pierwiastek parzystego stopnia z liczby ujemnej nie istnieje.
1

Potega o wykladniku dodatnim postaci L a" =%a, a>0
n

i 1y” -2 1
Potega o wykladniku wymiernym a” :(a”J =N, B = , a>0,
nmmeNin>0

Potega o wykladniku wymiernym vjemnym a " = ,» mineN,a>0

Dzialania na potegach o wykladniku wymiernym
Niech m i n bgdg dowolnymi liczbami wymiernymi, a > 0i b > 0.

Iloczyn poteg o tej samej podstawie am-a’=a"t"
Iloraz poteg o tej samej podstawie ar:a’=a"""
Potega potegi (a” )m =a™
Potega iloczynu {ab)m =g
a w a”
Potega iloraz —| =
L [b} b
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Dzialania na pierwiastkach arytmetycznych
Niech 1, m beda liczbami naturalnymi wiekszymi od 1.

(Q/E)n:a, Yo" =a, az0
"amz(%)m, az0 tfa-b=3ailb, a>0ib>0
a

Wifa =ma, a0 = =~—, a20ib>0
Pierwiastki kwadratowe b ‘ﬁ;
(\/;)Z:adlaaao \/a_Z: la| dla dowolnego a

e L Jadb 1 Ja+b

=—dlaa>0 dlag=b

N Jasdb  a-b ' Ja-b  a-b

\,‘a+\/5= a;chr‘#a;c, \/a—\/_z,[a;rc— a;c’ dlag*-b*=¢*

Logarytmy

Logarytmem dodatniej liczby x przy podstawie @ .y, ogarytmowana
dodatniej iréznej od jednoéci nazywamy wyklad- a- podstawa logarytmu

nik y potegi, do ktérej nalezy podnies¢ podstawg a, /- logarytm liczby x przy podstawie a
aby otrzymac liczbg logarytmowang x.

y=logx < @ =x, gdziex>0,a>0ia=1

Logarytm o podstawie a =10 nazywamy logarytmem dziesi¢tnym.
log x = log,,x

Logarytm naturalny to logarytm o podstawie e, gdzie

i 1Y o
e = lim(l + —J = lim (1 - —J = lim(l + a)“ =2,71828...

H—»c0 ) n——e 1 o—0
In x =logx
Dziatania na logarytmach
log1=0, loga=1, a"* =x, loga*=x L e

Logarytm iloczynu log (xy) = log x + log,y
Logarytm ilorazu log, (;] =log,x —log,y
Logarytm potegi log,(x") = rlog,x,r € R
Zmiana podstawy logarytmu

1 log, x

log.b = log x =
log, a log, a




1. LICZBY RZECZYWISTE

Procenty
Procent to setna czes¢ pewnej wielkosci. p - procent
p W - podstawa
p%W =W K - kapital poczatkowy,
100 Pp% - roczna stopa procentowa,

. . K, — wartos¢ kapitalu K po uptywie n lat
rocentowan o 1
Procent prosty to sposob oprocentowania wkia o rnczme dtoma poCsm,

i du pieni¢znego, POleganCY na tym, Ze TOCZNY k- liczba okresow kapitalizacji w ciagu roku
dochéd od wkiadu w postaci odsetek nie jest do-
liczany do wkiadu na nastgpny rok i nie bierze

udzialu w oprocentowaniu w nastepnym roku. K, =K - [1 + %)
Procent skladany to sposéb oprocentowania wkladu pienig¢znego K, polegajacy na
tym, ze odsetki od wkladu s doliczane do wkladu (kapitalizowane) i biora wraz

P

z nim udzial w oprocentowaniu w nastepnym roku. K, = K- (1 + 1—66]

Gdy odsetki sg kapitalizowane k razy w ciggu roku, to wzor przyjmie postac:

kn
1
K= Ks[1e0aat |
k 100
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2. WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

TEORIA

Wyrazenia algebraiczne

Jednomianem nazywamy wyrazenie algebraiczne, ktore jest liczbg lub iloczyn liczb
zapisanych cyframi lub literami, np.: 7, -3, 5a, 7x*)?, x°.

Sumg algebraiczng nazywamy jednomiany polgczone znakiem ,,+” lub ,,-".
Jednomiany wystepujace w sumie algebraicznej nazywaja si¢ wyrazami tej sumy.
Wyrazy podobne to takie wyrazy, ktére r6znig sie tylko wspotczynnikiem liczbowym.
Zredukowac wyrazy podobne, to znaczy wykona¢ na nich wskazane dzialania.

Jedli do danego wyrazenia algebraicznego w miejsce liter wstawimy okre$lone liczby
i wykonamy wskazane dzialania, to otrzymamy warto$¢ liczbowy wyraienia alge-
braicznego.

Wzory skréconego mnozenia to reguly pozwalajace uproéci¢ dziatania na liczbach,
sumach algebraicznych i elementach, dla ktérych obowigzuja prawa przemiennosci,
tacznosci i prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania.

Oto wybrane wzory skréconego mnozenia:

réznica kwadratow  x*-y*=(x - y)(x + y)
kwadrat sumy (X+y=+2xy+ ¥
kwadrat réznicy (x -y =x*-2xy + ¥*

réznica szesciandw  x% - = (x - )(x? + xy + »*)

suma szescianow B +P=x+ 9 -xy+ 92
szeScian sumy (x+9)P =2+ 3y + Bxy* +9°
sze$cian roznicy (x -y =x%-3x%y + 3xy* -

Wielomiany

Wryrazenie postaci W(x) =a,x" + a, x"' + ... + ax + ay, gdzie a,, a,_, ..., 4, 4y 53
liczbami rzeczywistymi, przy czym a, # 0, nazywamy wielomianem stopnia n.
Liczby a,, a, i, ..., @) nazywamy wspolczynnikami wielomianu.

Wyrazenie W(x) = ay, a, # 0, jest wielomianem stopnia zerowego.

Wielomian W(x) = 0 dla wszystkich x nazywamy zerowym, nie okres§lamy dla niego
stopnia.

Rownosc dwoch wielomianow
Wielomiany sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego samego stopnia i majg rowne
wspodtczynniki przy tej samej potedze zmiennej lub sa to wielomiany zerowe.

Dzialania na wielomianach

Aby doda¢ dwa wielomiany W(x) i P(x), dodajemy ich wyrazy podobne, a nastepnie
porzadkujemy otrzymany wielomian.

Aby odja¢ od wielomianu W(x) wielomian P(x), do wielomianu W(x) dodajemy wie-
lomian, ktérego wspotczynniki sg liczbami przeciwnymi do wspolczynnikéw wielo-
mianu P(x), a nastepnie porzadkujemy otrzymany wielomian.
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Aby pomnozy¢ wielomian W(x) przez wielomian P(x), mnozymy kazdy wyraz wie-
lomianu W(x) przez kazdy wyraz wielomianu P(x), wykonujemy redukcje wyrazow
podobnych i porzadkujemy otrzymany wielomian. Stopien iloczynu niezerowych
wielomianéw W(x) i P(x) jest réwny sumie stopni tych wielomianéw. .

Podzielnos¢ wielomianu

Wielomian W(x) jest podzielny przez niezerowy wielomian D(x) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje taki wielomian Q(x), ze W(x) = D(x) - Q(x).

Wielomian Q(x) nazywamy wtedy ilorazem powstalym z dzielenia wielomianu W(x)
przez wielomian D(x). Wielomian D(x) nazywamy dzielnikiem wielomianu W(x) lub
jego czynnikiem.

Dzielenie z reszta

Dla dowolnych wielomianéw W(x) i D(x), gdzie D(x) # 0, istnieje doktadnie jeden

wielomian Q(x) i dokladnie jeden wielomian R(x) takie, ze W(x) = D(x) - Q(x) + R(x)

oraz stopien wielomianu R(x) jest mniejszy od stopnia wielomianu D(x) lub R(x) = 0.

Wielomian R(x) nazywamy reszta z dzielenia W(x) przez D(x).

Mozna to réwniez zapisac: UAC] =0(x)+ R(x) ;
D(x) D(x)

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x - r jest réwna W(r).

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian ax - b jest réwna wartoéci tego

wielomianu dla x = é, czyli W(EJ

a a
Algorytm dzielenia
Przyklad Sposdb postepowania
e SR Pierwszy wyraz dzielnej podziel przez pierwszy
(2% — 5x2 — 3x + 10) : (x—2) Wyrazdzielnika.
238 ply? Otrzymany jednomian pomnoéz przez kazdy
S S A wyraz dzielnika, a otrzymany iloczyn odejmij
sl od dzielnej.
e Pierwszy wyraz otrzymanej réznicy (pierwszej
5% —10 reszty) podziel przez pierwszy wyraz dzielnika.
T Kolejny otrzymany jednomian pomndz przez

kazdy wyraz dzielnika i odejmij od reszty z po-
przedniego dzielenia.

Algorytm kontynuuj az do uzyskania resz-
ty réwnej zero lub takiej, ktérej stopien bedzie
mniejszy od stopnia dzielnika.
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2. WYRAZENIA ALGEBRAICZNE b

Schemat Hornera
5chemat Hornera jest algorytmem znajdowania ilorazu Q(x) i reszty R z dzielenia
wielomianu W(x) = a,x" + a, ,x" + .. + a)x + a, przez dwumian (x - ).

W(x) = Qx) - (x-7) + R.

Niech W(x) bedzie wielomianem pigtego stopnia.

W(x) = a:x° +ax* + a;x* + a3 + ax + a,. lloraz Q(x) = byx* + byx® + byx® + byx + by
jest wielomianem czwartego stopnia.

W pierwszym wierszu wpisujemy wsp6tezynniki wielomianu W(x). W pierwszej ko-
lumnie wpisujemy r i uzupetniamy kolumne drugg. Nastepnie uzupelniamy kolejne
kolumny zgodnie z zasadg: b, , =, 4, + 7+ by k €41 s n}.

as a, % ] 4 4 .
+ r-b, r-b, r-b, r-b rb,
r by=as by=a,+r-b, b=atr-b by=a,+r-b, by=a,+r-b, ay+r-b=R |

W ostatnim wierszu tabeli otrzymujemy wspétczynniki wielomianu Q(x) i reszte R. ‘

Przyklad |
Znajdz iloraz Q(x) i resztg Rz dzielenia wielomianu W(x)= x* + 7x* +5x* - 24x + 9 ‘
przez dwumian (x + 5). |
W(x) = Q(x)(x + 5) + R, gdzie iloraz Q(x) = b, x> + bx* + bx + by,

W pierwszym wierszu wpisujemy wspdlczynniki wielomianu W(x), zaczynajac od w
wspolczynnika przy najwyzszej potedze.

W pierwszej kolumnie wpisujemy r = =51 uzupelniamy druga kolumne.

Nastepnie uzupelniamy kolejne kolumny zgodnie z sasalaby =y, by Prllas

gdzie k jest liczbg ze zbioru {1, ..., n}.

1 7 5 -24 g
+ (-5)-1=-5 (-5) - 2=-10 (-5)-(-5)=25 (-5)-1
-5 1 7+(-5)=2 5+ (-10)=-5 -24+25=1 9+(-5)=4

Otrzymaliémy Q(x) = x* + 2x* - 5x + 1 ireszt¢ R = 4.

Rozklad wielomianu na czynniki
Rozlozy¢ wielomian na czynniki, to znaczy przedstawi¢ go w postaci iloczynu wie-
lomianow.
Kazdy wielomian stopnia co najmniej trzeciego mozna w jednoznaczny sposéb roz-
tozy¢ na czynniki pierwszego stopnia postaci (x - 7) lub drugiego stopnia postaci _
x% + bx + ¢ 0 yjemnym wyrézniku. Suma stopni wszystkich czynnikéw w takim roz- A A
kiadzie jest réwna stopniowi wielomianu.
Przy rozktadzie wielomianu na czynniki zastosowa¢ mozemy nastepujgce metody:

« wylgczanie wspélnego czynnika przed nawias

« wzory skréconego mnozenia

« grupowanie wyrazéw i po odpowiednim pogrupowaniu wylgczanie wspolnych

czynnikéw lub zastosowanie wzoréw skroconego mnozenia.

SR Gy J | - Lo )= K L) b | S

s [y \_ - | L—

61




KOMPENDIUM

62

W konkretnych przyktadach na ogét stosujemy kombinacje podanych metod oraz
twierdzenie o rozkladzie wielomianu na czynniki stopnia pierwszego lub drugiego
o wyrézniku mniejszym od zera.

Jezeli wielomian W(x) jest podzielny przez kazdy z dwumianow (x - x,), (x - x,), ...,
(x - x,), to jest podzielny przez ich iloczyn (x - x,) - (x - x,) - ... - (x - x,).

Jezeli wielomian W(x) stopnia n ma n réznych pierwiastkow rzeczywistych

Xp» Xy -s X, t0 MoOZna go przedstawi¢ w postaci iloczynowej: W

(x)=a,(x-x) (x-x,)-...- (x—x,).

Jezeli w wielomianie W(x) =a,x" + a, x" + ... + a;x + a, wspdlczynnik a, przy
najwyzsze]j potedze jest rézny od jednosci, to mozna wylgczy¢ go przed nawias, a na-
stepnie roztozy¢ na czynniki wielomian w nawiasie.

Wyrazenia wymierne

Wyrazeniem wymiernym nazywamy wyrazenie algebraiczne postaci %, gdzie WiD
s wielomianami i D nie jest wielomianem zerowym.

Zbior wszystkich liczb, dla ktérych mozna obliczyé warto§¢ wyrazenia, nazywamy
dziedzing tego wyrazenia. Dziedzine wyrazenia wymiernego ustalamy, rozkladajac
jego mianownik na czynniki i wykluczajac sytuacje, kiedy ktérykolwiek z nich jest
zerem.

Na wyrazeniach wymiernych mozna wykonywac te same operacje co na ulamkach
zwyklych, tzn. skracanie, rozszerzanie, sprowadzanie do wspdlnego mianownika,
mnozenie, dzielenie, dodawanie i odejmowanie. Réznica polega na tym, ze wszystkie
operacje wykonujemy na wielomianach, a nie na liczbach.

Skracanie wyrazen wymiernych

Wyrazenia, ktére mamy skrocic 30 WG
E x*— 4

Mianownik i licznik rozkladamy na 535 (x — 3)?
czynniki 5.3.7 ﬁ—_—ﬁ(x “3)x13)
Ustalamy dziedzine wyraZenia x#3ix#-3
Dzielimy licznik i mianownik przez Ll
wspolne dzielniki licznika i mianow- = T
nika

Mnozenie wyrazen wymiernych
Wyrazenia, ktore 16 75 TZnaprian iy
mamy pomnozy¢ 125 64 5 Can T
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S

Mianowniki i licz- 2.9.9:0 qucn

(x —5)(x +5) : (x —3)(x+3)

niki rozktadamy na

o B ihl- 5B S0 I D)
czynniki
Ustalamy dziedzing
wyrazenia
Piszemy iloczyn jako i 20 e s s

x(x —3) x(x +5)

x#0l 2 3ixE5

(x = 5)(x+5)(x—3)(x+3)

jeden utamek 5.5.5.2.2.2.2.2.2
Skracamy przez 3

wspolne czynniki 5.2

licznika i mianowni-

ka, o ile istnieja

Mozemy wykona¢ 5
zaznaczone mno- e
e 20
zenia

Dzielenie wyrazen wymiernych

x(x —3)x(x + 5)

(x —5)(x +3)
XX

%t —2x—15
xZ

Wyrazenia, ktére mamy podzieli¢ 3 Xt —2x 2x(x+1)
415 X +2x 2% +4x
Mianowniki i liczniki rozkladamy na 3 2.3 x(x-2) 2x(x+1)
il 2:2° 35  x(x+2) 2x(x+2)
Ustalamy dziedzing wyrazenia x#Dixz-2
Mnozymy wyrazenie, ktére jest dzielna, 3 g x(x—2) 2x(x+2)
przez odwrotno$¢ dzielnika 2.2 2.2.3 i) ' Il
Uzupelniamy zalozenia o nowe dzielniki, x#-1
o ile sie pojawia
Skracamy przez wspodlne czynniki liczni- 3 5 (x —2) 1
ka i mianownika, o ile istnieja 5. 3 ) ) i Erhy
Mozemy wykona¢ zaznaczone mnozenia 15 e sy
16 x+1
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Sprowadzanie wyrazen wymiernych do wspolnego mianownika

Wryrazenia, ktore mamy sprowadzi¢
do wspdlnego mianownika

Mianowniki rozkladamy na czyn-
niki

Ustalamy dziedzing wyrazenia

Ustalamy wspolny —mianownik
(WM), biorgc pod uwage wszystkie
czynniki z pierwszego mianownika
i te czynniki drugiego, ktdrych nie
ma w pierwszym mianowniku

Rozszerzamy kazde wyrazZenie
przez te dzielniki WM, ktorych nie
ma w mianowniku tego wyrazenia

Dodawanie wyrazen wymiernych

%
1234

7 11
5ok 3t 17

W= 20 SRR

S MR
I eoin R
11038 oo

SRR S

3 5
2x—4 x*—4

3
2le—R)

e g
(x—2)(x+2)

x#=-2ix#2

WM=2(x-2)x+2)

3(x+2)
Ax-2)(x+2)
10
2x—-2)(x+2)

Wyrazenia, ktore ¥y 4 4x

: —+ = +
mamy dodac 4.5l X+2x x' -4
Mianowniki rozka- 4 4x

T —_—+ +

damy na czynniki 3.5 3.7 x(x +2) (x—2)(x+2)
Ustalamy dziedzine x#z0ix=-2,ix#2
wyrazenia
Ustalamy WM, biorac WM =3.5.7 WM =x(x-2)(x+2)
pod uwage wszystkie
czynniki jednego
mianownika i te
z drugiego, ktorych

nie ma w pierwszym
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y

Sprolwadzam}'fdo ey g I 4(x —2) 4x - x
wspolnego mianow- 3.5.7 3.5.7 x(x—2)(x+2) x(x—2)(x+2)

nika

Wyl'mnulj(er.rgr mno- 49 A 10 O 2 452
121221:1 G 35 S5 x(x—2)(x+2) x(x—2)(x+2)
Piszemy utamkina 49179 59 4x — 8 + 4 4x° + 4x -8

jednej kresce utam-
kowej i wykonujemy
dodawanie w liczniku

357 357 x(x-2)(x+2) x(x-2)(x+2)

Ewentualr}ie roz- 4x+2)(x-1  4x-1)
ktadamy licznik na x(x 13 2)(x +2) = x(x —2)
czynniki i skracamy

ulamki
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TEORIA

Réwnaniem liniowym z jedng niewiadomg x nazywamy réwnanie ax + b = 0, gdzie
a i b sg liczbami rzeczywistymi.

Réwnanie liniowe ax + b = 0, w ktérym a # 0, nazywamy réwnaniem pierwszego
stopnia z jedng niewiadoma.

Nieréwnoécia pierwszego stopnia z jedng niewiadomg x nazywamy kazda z nie-
réwnoéci: ax + b >0, ax + b <0, ax + b <0, ax + b > 0, gdzie a i b sg liczbami rze-
czywistymi oraz a # 0. Dwie pierwsze nieréwnosci nazywamy ostrymi, dwie ostatnie

- nieostrymi.

Rozwigzaniem rownania (nieréwnosci) z jedng niewiadoma jest kazda liczba, ktéra
podstawiona w miejsce niewiadomej daje rownosc (nieréwno$¢) prawdziwg. Roz-
wiazanie rownania nazywamy tez pierwiastkiem tego rownania.

Rozwigzanie réwnania (nieréwnosci) oznacza znalezienie wszystkich rozwigzan tego
réwnania (nieréwnoéci).

Zbiér utworzony ze wszystkich rozwigzan réwnania lub nieréwnosci nazywamy
zbiorem rozwigzan tego réwnania (nieréwnosci). Rownania (nierdéwnosci) nazywa-
my réwnowaznymi, gdy majg ten sam zbior rozwigzan.

Rozwigzywanie réwnan liniowych

Metoda analizy
starozytnych

Metoda rownan
réwnowaznych

Metoda graficzna

Przeksztalcamy réwnanie wyjéciowe tak, ze kazda liczba spelniajg-
ca to rownanie spelnia réwnanie przeksztatcone (wynikowe).
Obydwa réwnania, wyjsciowe i wynikowe, moga nie by¢ réwno-
wazne.

Wiéréd pierwiastkéw réwnania wynikowego, poza pierwiastkami
réwnania wyjéciowego, mogg znalez¢ si¢ pierwiastki obce (liczby,
ktére nie spetniajg réwnania wyjsciowego, cho¢ spetniaja réwna-
nie wynikowe).

Po zastosowaniu tej metody trzeba sprawdzi¢ otrzymane pier-
wiastki i wyeliminowac pierwiastki obce.

Tak przeksztalcamy dane réwnanie, by otrzymac réwnanie
mu réwnowazne (majace ten sam zbidr rozwigzan).

Rysujemy wykres rownania i z wykresu odczytujemy rozwig-
zanie. Metoda prowadzi do uzyskania rozwigzan przyblizo-
nych.
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wiadomymi xi y.

ax+b>0 < xe(—é,ooj

ax+b<0 & xe(oo,

‘ %

a

)

Roéwnanie pierwszego stopnia tozsamosciowe sprzeczne
Warunki a#0 a=0ib=0 a=0ib=0
! nieskonczenie wiele
Liczba ; b -
Sl jedno [x= —— (wszystkie liczby Zero
rozwigzan a :
rzeczywiste)
Y ) AY
Interpretacja
geometryczna . ‘ b
/ﬁ J{O X f X 0 X
-2 i
Rozwigzywanie nieréwnosci liniowych
el L pierwszego ; st
Nieréwnos$c : tozsamos$ciowa sprzeczna
stopnia
mocna (ostra ’ ;
( ) a#0 a=01ib>0 a=01b<0
ax+b>0
staba (nieostra : :
( ) az0 a=01ib=20 a=01ib<0
ax+bz=0
Zbidr rozwigzan nieréwnosci liniowej
a>0 a<0
Y Y
ax+b>0 ax+b>0

ax+b>0 < xe[—oo,—

ax+bhb<0 < xe(—

X
‘ w

oo

J
¢

Q|

Roéwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
Réwnanie Ax + By + C = 0, w ktérym A, B, C oznaczajg liczby takie, ze A2 + B* > 0,
zas x i y s3 zmiennymi, nazywamy rownaniem pierwszego stopnia z dwiema nie-

Wykresem réwnania Ax + By + C = 0, gdzie A? + B* > 0, jest linia prosta.

.
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Uktad dwéch réwnai pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
Rozwiazaniem ukladu dwéch réwnan linjowych z dwiema niewiadomymi

ax+by=c
ax+by=c,

, gdzie x, y s3 niewiadomymi, a,, b;, ¢}, a5, by, ¢, 53 liczbami danymi,

jest kazda para liczb x, y, ktére jednoczesnie spelniaja oba réwnania.

Metody rozwiazywania uktadéw réwnan pierwszego stopnia z dwiema nie-

wiadomymi
Metoda

podstawiania
Metoda przeciwnych

wspolczynnikow

Metoda
poréwnywania

Metoda graficzna

Metoda
wyznacznikéw

Wyznaczamy jedna z niewiadomych z jednego réwnania
i wyrazamy ja w zaleznoéci od drugiej niewiadomej, a na-
stepnie podstawiamy do drugiego rownania.

Oba réwnania mnozymy przez tak dobrane liczby, aby
w obu otrzymaé przy tej samej niewiadomej przeciwne
wspolczynniki, a nastepnie dodajemy réwnania stronami
i uzyskujemy réwnanie z jedng niewiadoma.
Przeksztalcamy oba réwnania w taki sposéb, aby jedna
7 niewiadomych byla wyrazona w zaleznosci od drugiej,
a nastepnie poréwnujemy odpowiednie strony rownan,
uzyskujac réwnanie z jedng niewiadoma.

Szkicujemy w prostokatnym ukladzie wspélrzednych wy-
kresy kazdego z réwnan, a nastepnie odczytujemy wspol-
rzedne punktu przecigcia obu wykresow.

Uwaga: Za pomoca tej metody uzyskujemy rozwigzanie
przyblizone.

Obliczamy wyznacznik ogélny uktadu:

= ab, —a,b, i wyznaczniki szczegotowe:

(|

[fs; 15

i bl
cob
Jezeli W # 0, to uklad ma rozwigzanie dane wzorami

B = b =16.C =G

2
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- |
Graficzna interpretacja liczby rozwiazan uktadu dwéch réwnan pierwszego

stopnia z dwiema niewiadomymi

uklad oznaczony uktad nieoznaczony uklad sprzeczny
ukfad rownan uklad réwnan zaleznych
niezaleznych

W
1

/Hi"ic

/i /l

jedno rozwigzanie nieskoriczenie wiele brak rozwigzan
rozwigzan
W =0 oraz
W#0 W=W,=W,=0

W, #01lub W, #0

Réwnanie kwadratowe

Réwnanie ax? + bx + ¢ = 0, a # 0, w ktérym x jest niewiadoma, a # 0, b, ¢ sa liczbami
danymi, nazywamy réwnaniem kwadratowym z jedng niewiadomg (réwnaniem
drugiego stopnia).

Jezeli przynajmniej jedna spoérod liczb b, ¢ jest rowna zero, to réwnanie nazywamy
réwnaniem kwadratowym niezupelnym. Jezeli b # 0 i ¢ # 0, to réwnanie nazywamy
zupelnym.

Liczba rozwigzan (pierwiastkow) rownania kwadratowego zalezy od znaku wyrozni-
ka: A = b* - 4ac.

Jezeli A < 0, to Jezeli A =0, toréwna- Jezeli A > 0, to réwnanie kwadratowe
réwnanie kwadra- nie ma jeden pierwia- ma dwa rézne pierwiastki

towe nie ma pier- stek (tzw. podwdjny) N e \/E
wiastkow. —b x=————ix,=——.
X =—. 2a 2a
0
2a
Wzory Viéte'a

-b

Jezeli x, i x, sa pierwiastkami réwnania ax’ + bx +¢=0,t0 x;- %, ==, X + X% =" "
a a

Jezeli rownanie ma jeden pierwiastek podwojny X, to X =y By =—

c
a
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Rozwiazania réwnania kwadratowego niezupeinego

Warunki b=0ic#0 F=01e=10 b#0ic=0
Postaé row- ax* +¢=0 ax’ =0 ax>+bx=0
nania
Liczba pier- | Jezeli ac > 0, to réwnanie nie Rownanie Rownanie ma
wiastkow | ma pierwiastkéw rzeczywi- | ma jeden zawsze dwa pier-

stych. pierwiastek | wiastki

Jezeli ac < 0 to réwnanie ma | dwukrotny B B

dwa pierwiastki x,=%,=0. =0 %y = Y

\F \/-c
¥, =k =yl
a a

Nieréwnosci kwadratowe
Kazda z nieréwnoéci postaci ax® + bx + ¢ > 0, ax’ + bx + ¢ <0, ar+bx+ecz 0,

94

ax? + bx + ¢ < 0, w ktérej x jest niewiadoma, a, b, ¢ s3 liczbami danymi, a # 0, na-
zywamy nieréwnoscig kwadratowg z jedna niewiadoma (nieréwnoscia drugiego
stopnia).
Graficzna metoda rozwiazywania nieréwnosci ax’ + bx + ¢ >0
A<0 A=0
a>0 Y

Rozwigzanie kazda liczba

o ok y x<x lubx>x; xex by,
nieréwnosci rzeczywista
Zbior

: : R =00, X;) \J (X}, —00, X;) W (X,, °©
rozwiazan ( 1) Y (g 0) (=90, %) U (x5, 0)
a<0 fy )
. Ay

Rozwiazanie g —

A brak rozwigzan brak rozwigzan X SrEy
nieréwnosci
Zbior

L, () & (F)

rozwiazan
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Rownanie wielomianowe n-tego stopnia \
Réwnanie a,x"+a, X" ' +..+ax+a,=0(a,#0,x € R), czyli W(x) =0, gdzie W(x) |
jest wielomianem n-tego stopnia, nazywamy réwnaniem wielomianowym n-tego

stopnia.

Pierwiastki wielomianu

Pierwiastkiem wielomianu W(x) = a x" + a, ;x™' + ... + a,x + a, jest kazde jego
miejsce zerowe, czyli kazda liczba p € R taka, ze W(p) = 0.

Wielomian stopnia # ma co najwyzej n pierwiastkow rzeczywistych.

Twierdzenie Bezouta

Liczba p jest pierwiastkiem wielomianu W(x) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian
W(x) jest podzielny przez dwumian (x - p).

W(p) = 0 < W(x) = (x - p)P(x) (P(x) jest wielomianem)

Liczbe p nazywamy n-krotnym pierwiastkiem wielomianu W(x) wtedy i tylko wtedy,
gdy wielomian W(x) jest podzielny przez (x — p)", a nie jest podzielny przez (x — p)™*".

Twierdzenia o pierwiastkach rownania wielomianowego o wspétczynnikach
catkowitych

Jezeli liczba catkowita p # 0 jest pierwiastkiem réwnania a,x" + a, X" + ..+ ax + a;=0
o catkowitych wspotczynnikach a,, a, ,, ... @, i wyrazie wolnym g, to p jest dzielnikiem
wyrazu a,.

Jezeli liczba wymierna — # 0 jest pierwiastkiem rownania
q
n ﬂ_l _ 3 r'd *
ax"+a, x"'+ .. +ax+a,=0 o catkowitych wspolczynnikach a,, a,_, ..., a,, a, oraz

2 jest utamkiem nieskracalnym, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego a,, a g jest
q

dzielnikiem wspolczynnika a,.

Kazde réwnanie wielomianowe nieparzystego stopnia ma co najmniej jeden pier-
wiastek.

Niektore metody rozwiazywania rownan stopnia wyzszego niz 2

Réwnanie Stosujemy podstawienie x* =t i sprowadzamy réwna-
dwukwadratowe nie do rownania kwadratowego at* + bt + ¢ =0.
ax'+bx* +¢=0,a+0

Réwnanie zwrotne Dzielimy obie strony réwnania przez x?, wykonujemy
czwartego stopnia

fth 1 : ; .
e tp By gt = f podstawienie x + — = i sprowadzamy réwnanie do

x
réwnania kwadratowego #* + at + b - 2 = 0.

Nierownosci wielomianowe
Kazda z nier6wnosci postaci W(x) > 0, W(x) < 0, W(x) <0, W(x) > 0, w ktorej W(x)
jest wielomianem, to nieréwnos¢ wielomianowa.
95

_




KOMPENDIUM

Metody rozwiazywania nieréwnosci algebraicznych n-tego stopnia
1. Metoda siatki znakéw

Aby rozwiazaé nieréwnoé¢ wielomianows, rozktadamy wielomian Wi(x) na czynni-
ki, wyznaczamy i porzadkujemy jego miejsca zerowe: X, X,, ..., X;. Wyznaczajg one
przedzialy, w ktérych kaidy z czynnikéw przyjmuje okreslony znak. Sporzadzamy
tabelke, w ktorej zaznaczamy znak kaidego z czynnikéw oraz znak wspdlczynnika
przy najwyzszej potedze zmiennej. Znak wielomianu W(x) w kazdym z przedzialéw,
a zatem zbidr rozwiazan nieréwnosci ustalamy na podstawie tabelki.

Przyklad

2x3 + 2x% — 8x — 8 2 0, zatem po rozlozeniu na czynniki: 2(x + 1)(x - 2)(x +2) 2 0.
Wielomian W(x) = 2x* + 2x> - 8x — 8 ma trzy miejsca zerowe x; = -2,x, = -1, x; =2,
ktore wyznaczajg przedzialy: (-oo, -2), (-2, -1), (-1, 2), (2, o).

(-0,-2) [(-2,-1)| (-1,2) | (2,)
{#42) = + & +
(x+1) = - + +
(x-2) = = = +
2 -+ + i +
Wi(x) = & = 4

Odpowiedz: x € (-2, -1) U (2, ).

2. Metoda graficzna

Rozkladamy wielomian na czynniki, wyznaczamy jego miejsca zerowe, porzadku-

jemy je i zaznaczamy na osi liczbowej. Nastgpnie sporzgdzamy wykres wielomianu.

Przy sporzadzaniu wykresu zwracamy uwage na:

- stopien wielomianu - czy jest parzysty, czy nieparzysty,

— znak wspdlczynnika przy najwyzszej potgdze zmiennej,

-~ krotno$¢ pierwiastkow - jezeli pierwiastek ma krotno$¢ nieparzysta, to w jego oto-
czeniu wielomian zmienia znak, natomiast jezeli krotnos¢ jest parzysta, to w jego
otoczeniu wielomian nie zmienia znaku.

Rozwigzanie nieréwnosci odczytujemy na podstawie wykresu.

Przyklady
x(x+1)(x-1)?<0 —x(x+2)(x-1)?>0 (x+1D(x-1)x-2)>0

A

AY Y AY

bay

fl T _3X

<

> _\/0 s
2 -1 N

pierwiastek podwojny: x =1 pierwiastek podwojny: x = 1

.




3. ROWNANIA | NIEROWNOSCI

Réwnania wymierne
W(x)

Réwnaniem wymiernym nazywamy rownanie postaci =0, Q(x) # 0, gdzie

x)
Wi(x) i Q(x) sa wielomianami zmiennej, przy czym Qx) #0.

Rozwiazywanie rownan wymiernych

e : Lk Wix)
Aby rozwigzac rdwnanie wymierne =

Q(x)
~ okreslamy jego dziedzing, zakladajac, ze Qx) = 0;
- korzystamy z réownowaznosci W) 0 © Wkx)=0
Wx) _ Q(x)
=0, Q(x) =0 ; ,
Q(x) i Q(x) #0;

— ustalamy zbiér rozwigzan réwnania W(x) = 01 znajduje-
my zbidr rozwiagzan réwnania wymiernego, uwzglednia-
jac jego dziedzine.

Nierdwnosci wymierne o (x)
Q(x)

> 0, gdzie W(x) i Q(x) s3 wielomianami zmiennej x,

Nieréwnoscia wymierna nazywamy kazdg z nieréwnosci postaci >0,

W(x) -0 W(x) i W(x)
Q(x) T Qlx) T Qlx)

przy czym Q(x) # 0.

Rozwiazywanie nieréwnosci wymiernych

Aby rozwiaza¢ nieréwno$¢: wyznaczamy dziedzing nieréwnoéci, doprowadzamy ja
do postaci uporzadkowanej, a nastepnie przeksztalcamy otrzymang nierdwnosc do
postaci wielomianowej, korzystajac ze wzorow.

%>0@W(x)-(}(x)>0 g—((j)l<0c>W(x)-Q(x)<0 l ir
1Q(x)#0 iQ(x)#0 ‘
w(x) w(x)

Q(x) 20<:>W(x)-Q(x)20

iQx)#0 iQx)#0

i
Teraz rozwigzujemy otrzymang nieréwnos¢ algebraiczna, np. metodg siatki znakow, ! |
i wyznaczamy zbiér rozwigzan nierdwnosci wymiernej, uwzgledniajac jej dziedzing.
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4. FUNKCIE

|
TEORIA

Dane s3 zbiory X i Y. Funkcja okreslona na zbiorze X o warto$ciach w zbiorze Y
nazywamy przyporzadkowanie, w ktérym kazdemu elementowi zbioru X odpowiada
doktadnie jeden element zbioru Y.

Zapisujemy f: X - Y lub y = f(x) dlax € X.

Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji £, a jego elementy x - argumentami. Argu-
ment funkcji to inaczej zmienna niezalezna (funkgji). Dziedzing funkeji oznaczamy
czgsto Dylub D.

Zbiér Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji.

Wartoé¢ zmiennej y zaleznej od przyjetej wartoéci zmiennej x nazywamy wartoscia
funkcji.

Podzbiér W zbioru Y zawierajacy wszystkie te elementy y zbioru Y, dla ktérych ist-
nieje taki element x zbioru X, Ze y = f(x), nazywamy zbiorem wartosci funkcji f.
Mozemy zbior wartosci oznaczy¢ tez przez f(Dj).

Sposoby okreslania funkcji

Funkcja jest okreslona, gdy wskazany jest sposéb przyporzadkowania argumentom x
wartoéci y. Mozemy to zrobié réznymi sposobami: za pomoca opisu stownego, grafu,
tabeli wartosci, zbioru uporzadkowanych par (x, f(x)), wzoru przyporzadkowujacego
argumentom wartoéci f lub wykresu.

Jezeli X i Y sg zbiorami podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych, to funkcje nazywa-
my funkcja rzeczywista. Wykresem funkcji f: X — Y nazywamy zbiér wszystkich
punktéw plaszczyzny o wspotrzednych (x, y), gdzie x jest argumentem funkcji, a y
wartosécig funkeji dla argumentu x.

Asymptota wykresu funkcji to prosta, do ktérej coraz bardziej zbliza sie dany wy-
kres, gdy sie wzdluz niego przemieszczamy.

Jest wiele sposobow okreslenia funkcji. W tabeli przedstawionych jest kilka z nich.

Sposab okreslenia funkeji Przyktad

podanie wzoru lub algorytmu przyporzadkowuja- 1 _

cego elementom dziedziny wartoéci funkeji fx)= St #-lixzl

podanie wzoru niejednolitego x, jesli x =0
Jxls —x, jesli x <0

omowienie stowne kazdej liczbie rzeczywistej
przyporzadkowujemy jej kwa-
drat

sporzadzenie grafu, jesli dziedzina jest zbiorem —
skonczonym
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sporzadzenie wykresu y

podanie zbioru par uporzadkowanych, gdzie | {(-1,2), (0, 3), (1,2), (2, 3)}
pierwsza liczba oznacza argument funkcji, a dru-
ga — warto$¢ funkgji dla tego argumentu

zestawienie tabeli wartoéci, jeéli dziedzina jest e 1
zbiorem skonczonym

Wiasnosci funkgji
Niech X i Y bedg podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych. o
Funkcje f nazywamy rosngca w zbiorze X wted)-z ityl- ry
ko wtedy, gdy dla dowolnych argumentow x,, x, jezeli fe) L
X <% 10 ) < flx,). il
fix)
|
' O Y X

Funkcje f nazywamy malejaca w zbiorze X wtedy i
i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw x,, x, JET :
jezeli x; < x,, to f(x) > f(x,). fox)p

ol ] : X X

Funkcje f nazywamy nierosngcg w zbiorze X wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw x;, x, |~ |

by
3
jezeli p< oy t0 flx) 2 1) +1 \ |
e E . e *
|
|

Funkcje f nazywamy niemalejaca w zbiorze X wtedy i
i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentow x,, x, |
jezeli x, < x,, to f(x;) < f(x,).

Funkcja monotoniczna to funkgcja, ktora jest albo funkcjg rosnacg, albo malejaca,
albo niemalejaca, albo nierosnaca.
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S
kacje; f nazywamy stala w zbiorze X, gdy dla| fix)=fxfY

dowolnych argumentow x,, X, zachodzi rownosc:

f(xl) :f(xz)-

Funkcje ograniczone

Funkgje liczbowa f: D;— Y nazywamy ograniczong z dotu wtedy i tylko wtedy, gdy
jej zbidr wartosci jest ogramczony z dotuy, czyli istnieje taka liczba k, ze dla dowolne-
go argumentu x zachodzi f(x) = k.

Funkcje liczbowa f: D;— Y nazywamy ograniczong z gory wtedy i tylko wtedy, gdy
jej zbidr wartosci jest ogramczony 2 gory, czyli istnieje taka liczba m, ze dla dowolne-
go argumentu x zachodzi f(x) < m.

Funkcje liczbowg f: Dy — Y nazywamy ograniczong wtedy i tylko wtedy, gdy jej
zbior wartoéci jest ogramczony z gory i z dotu, czyli istniejg takie liczby ki m, ze dla
dowolnego argumentu x zachodzi k < f{x) < m.

Funkgja liczbowa f okreslona na zbiorze X o wartosciach w zbiorze Y przyjmuje naj-
wickszg warto$é .. dla pewnego argumentu x, wtedy i tylko wtedy, gdy () = Vax
oraz dla kazdego innego argumentu x funkgcji f wartos¢ f(x) < y,,,.

Funkgcja liczbowa f okre$lona na zbiorze X o wartosciach w zbiorze Y przyjmuje naj-
mniejsza warto$¢ y,,, dla pewnego argumentu x, wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) = Vi
oraz dla kazdego innego argumentu x # x, funkcji f warto$c¢ f(x) 2 y,;,.

Jezeli funkcja liczbowa przyjmuje warto$¢ najwieksza, to jest ograniczona z gory.
Jezeli funkcja liczbowa przyjmuje warto$¢ najmniejszg, to jest ograniczona z dolu.

Ekstrema funkcji

Funkcja f ma w punkcie x, € D; maksimum lokalne  y4
flx,). jezeli istnieje taka liczba r > 0, ze dla kazdego ar-
gumentu funkeji x z przedziatu (x, - 7, x, + r) zachodzi
nierdwnos¢ f(x) < f(x,)-

Funkcja f ma w punkcie x, € D; maksimum lokalne s e
whaéciwe f(x,). jezeli istnieje taka liczba r > 0, ze dla TE SO e
kazdego x € (x, — 1, X,) W (%, X, + ) zachodzi nierow-

noé¢ flx) < flx,).

Funkcja f ma w punkcie x, € D; minimum lokalne Y4
f(x,)- jezeli istnieje taka liczba r > 0, Ze dla kazdego ar-
gumentu funkji x z przedziatu (x, - 7, x, + r) zachodzi
nierdwnos¢ f(x) = f(x,).

Funkcja f ma w punkcie x, € D; minimum lokalne

maximum

Jx)

wlasciwe f(x,). jezeli istnieje taka liczba r > 0, ze dla ORSEEX el e T
kazdego x €(x,- 1, x,) U (xp %, + 7) zachodzi nieréw-
nos¢ f(x) > flx,).

I maksima, i minima nazywamy ekstremami.
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Miejscem zerowym funkcji rzeczywistej nazywamy taki argument, dla ktdrego warto$¢ funkcji
jest rowna zero.

Funkdja f jest parzysta w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego elementu x ze
zbioru X do zbioru X nalezy takze (—x) i zachodzi réwnos¢: f(—x) = f(x). O$ OY jest
osig symetrii wykresu funkcji parzystej.

Funkgja f jest nieparzysta w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego elementu x
ze zbioru X do zbioru X nalezy takze (—x) i zachodzi réwnoé¢: f(—x) = —f(x). Poczatek
ukladu wspétrzednych jest srodkiem symetrii wykresu funkcji nieparzystej.

Wybrane przeksztalcenia wykresu funkgji y = fix)

e ojrlp.o] X S0 FE )

Y

e o

[0fq] X
g>0,y=f(x)+q g>0, y=f(x)—¢q

Y

0 X
y=fx-p)tq 1 y=-f{x)
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 y=lf) y =fx])
Odczytywanie wlasnosci funkcji na podstawie wykresu - przyklad
pY miejsca zerowe x,=0,x,=2
:_: wartoéci dodatnie | fix) > 0<>-4<x<0lub
X3
i x e (-4, 00U (2,3)
e wartoéci ujemne S <050 g
R T x € (0,2) |
ji funkcja rosngca Adex<-2 lsx<3
xe(-4,-2xxe(l,3)
dziedzina D = (-4, 3) funkcja malejaca -2<x<1
zbidr wartoéci fiD) =(-1,4) xe{-2,1)
warto$¢ najmniejsza |y, =-ldlax=1
warto$¢ najwieksza |y, . =4dlax=-2

Funkcja liniowa
Funkcje f(x) = ax + b, gdzie x jest liczbg rzeczywista, zaS aib to ustalone wspodlczyn-
niki, nazywamy funkcjg liniowa.
a nazywamy wspolczynnikiem kierunkowym, natomiast b — wyrazem wolnym.
Jezeli a # 0, to funkcja liniowa jest funkcja pierwszego stopnia.
Wykresem funkcji liniowej jest prosta przecinajaca 0§ OY w punkcie (0, b), nachylo-
na do osi OX pod takim katem «, ze tg & = a.

0<a<90° a>0 90° < <180°% a< 0

Y ¥

“baHi? ﬁ'li::aa\:
/e TN

Wspélczynnik kierunkowy prostej, ktéra jest wykresem pewnej funkcji liniowej £
jest rowny stosunkowi przyrostu wartosci funkeji do przyrostu jej argumentow.
Jesli punkty A = (x,, ¥,) i B = (x,, 3,) (gdzie x, # x,) nalezg do wykresu funkcji
y=ax+b,t0a=,y2_y‘.

o

4
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Wykresy funkcji liniowej f(x) = ax + b w zaleznosci od wspoélczynnika a

a<0 a=0 a>0
funkcja malejaca funkcja stata funkcja rosnaca
Y AY Y

s |
T

Y

Wykresy funkcji liniowych sa réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspotczynniki
kierunkowe sg rowne.

Funkcja kwadratowa

Funkcje flx) = ax? + bx + ¢, gdzie x jest liczbg rzeczywisty, za$ a, b, ¢ to ustalone

wspotczynniki, przy czym a # 0, nazywamy funkcjg kwadratows.

Liczbe A = b* - 4ac nazywamy wyréznikiem.

Wykresem funkcji kwadratowej f(x) = ax® + bx + ¢ jest parabola o wierzchotku
b

—A -b
W =| —,— |. Parabola ma 0§ symetrii o réwnaniu x = —.
2a 4a 2a

Szkice wykresow funkcji kwadratowej w zaleznosci od wspélczynnika a i wyroz-
nika A

a>0 a<0

AY

A<D
brak miejsc zerowych

¥
A=0
jedno miejsce zerowe
—b
X, = —
2a 0 X
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A>0
dwa miejsca zerowe
_b—AA b+ JA

X
) 2a “ 2a

Rézne postacie funkcji kwadratowej
a,b,ceRa#0

Posta¢ ogolna Postaé kanoniczna
-b —-A
flx)=ax* +bx+c fix)=a(x-p)Y+q,gdziep=—,9=—
2a 4a
Postaé iloczynowa istnieje, jesli A = 0.
Jezeli A > 0, to fx) = a(x — x,)(x - x,).
Jezeli A = 0, to flx) = alx - x,)%
Jezeli A < 0, to funkcji nie mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowe;j.
Wiasnosci funkcji kwadratowej
a>0 a<0
Warto$ci maksy- warto$¢ minimalna funkcji | warto$¢ maksymalna funkcji
malne i minimalne A 5 b =
i =——dla x=-— =——dlax=-——
funkeji Y mnin 7 a Y max . =
Funkcja malejaca
b b
dla x €| —o0,—— xe(——,
2a 2a
Funkcja rosnaca b b
dla x e {——, x €| —00,——
2a 2a ‘
1

Proporcjonalnos¢ odwrotna
Proporcjonalno$cia odwrotng nazywamy takg zalezno$¢ migdzy zmiennymi x i y,

ze ich iloczyn jest staty. Mozna to zapisa¢: x- y =alub y = -
X

Wykresem funkeiji f(x) = E, gdzie x jest liczbg rzeczywisty rézng od zera, zas a to
x

ustalony wspotczynnik rézny od zera, jest hiperbola, ktérej asymptotami sg osie
ukltadu wspdlrzednych.

Wiasnosci funkgeji f(x) = a \
x |

Dziedzing funkgji f(x) = = jest zbior liczb rzeczywistych z wyjatkiem zera: (D;= R - {oh. ‘
x
153
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Zbiorem wartosci f(x) = L. jest zbior liczb rzeczywistych z wyjatkiem zera:
x

(f(D) =R - {OD.

a>0 a<0
Funkcja maleje v Funkcja ro$nie AY
w przedziale w przedziale T
(-o0, 0) i maleje I (=0, 0) i rosnie
w przedziale 1 >—__|wprzedziale dptadfzeq susH
(0, o). Funkcja — 9 X [{or=o) Enkea TR Dt
nie ma wartosci + nie ma wartosci
minimalnych ani + minimalnych ani
maksymalnych. maksymalnych. 5 |

Funkcja wykladnicza

Funkcja wykladnicza nazywamy kazdg funkcje postaci f(x) = a*, gdzie x jest liczba
rzeczywista rézng od zera, za$ a to ustalony wspolczynnik, przy czyma > 0,a # 1.
Wykresem funkeji wykladniczej jest krzywa wyktadnicza, przechodzgca przez punkt
(0, 1), ktérej asymptota jest prosta y = 0 (0§ OX).

Wlasnoéci i wykresy i funkcji wykladniczej

Dziedzing funkcji wykladniczej jest zbidr liczb rzeczywistych: (D;= R).

Zbiorem wartoéci funkcji wykladniczej jest zbior liczb rzeczywistych dodatnich:
(AD) = (0, 0)).

Brak miejsc zerowych.

a* - g% = a=**= dla dowolnych liczb rzeczywistych x,, x,.

Jesli a* = a®, to x, = x,.

Deazl(ae 1) a>1(ae (L) ]
N\ A A glfn /s
12 12
5 grelg s e ey I L e P e
=] 1555

przyklady: f(x) = [?J » §(x) = [—] przyktady: f(x) = 2% g(x) = 3% h(x) = &’

| funkcja malejgca funkcja rosngca
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Funkcja logarytmiczna

Funkcja logarytmiczng nazywamy kazda funkcje postaci f(x) = log,x, gdzie x jest
liczba rzeczywistg dodatnia, za$ a to ustalony dodatni wspétezynnik, przy czym a# 1.
Zatdzmy, ze a > 0, a # 1, x > 0. Wykresem funkcji logarytmicznej f(x) = log x jest
krzywa logarytmiczna symetryczna do wykresu funkcji y = a* wzgledem prostej y=x.
Przechodzi ona przez punkt (1, 0) i ma asymptote x = 0 (0§ OY).

Wrykresy i wlasnoéci funkcji logarytmicznej

Dziedzing funkcji logarytmicznej jest zbior liczb rzeczywistych dodatnich
Zbiorem wartoéci funkcji logarytmicznej jest zbiér liczb rzeczywistych (f(D)) = R).
Funkcja ma jedno miejsce zerowe x, = 1.

log,(x, - x,) =log,(x,) + log.(x,), gdy x, > 0, x, > 0.

Jeslilog x, =log x,, to x; = x,.

O<a<1(ae(0-,1)) - a>1(ae(l,x)

|||||||

Przyklady: y = log, x, y= log, x Przyklady: y = log,x, y=log.x, y=Inx

funkcja malejaca funkcja rosnaca

Wykresy funkgji y = log x

W zadaniach czgsto wykorzystujemy logarytmy dziesigtne. Jednym ze sposobow
oszacowania warto$ci logarytmow jest wykorzystanie wykresu funkeji y = log x. Moz-
na uzyé¢ tablic, arkusza kalkulacyjnego albo kalkulatora. Nie zawsze jednak mamy do
tych narzedzi dostep.
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Skala logarytmiczna
W naukach przyrodniczych lub ekonomii zaleznoé¢ miedzy wielkosciami bywa
przedstawiana na wykresach, w ktorych jedna lub obie osie przedstawione s w skali
logarytmicznej, tzn. takiej, w ktdrej odlegtos¢ jest proporcjonalna nie do liczby, a do
jej logarytmu. Tej skali uzywamy najczeéciej do zilustrowania zmiany rzedu wielko-
éci jakiejé zmiennej. Jeli stata jest roznica migdzy kolejnymi wartosciami zmiennej,
to uzywamy skali liniowej, a jesli staly jest iloraz kolejnych wartosci tej zmiennej, to
uzywamy skali logarytmicznej. Przy stosowaniu skali logarytmicznej trzeba okreslic,
jaka podstawe logarytmu wybrano. Najczesciej uzywane sg logarytmy dziesigtne lub
naturalne. Skala logarytmiczna moze by¢ uzywana jedynie do odwzorowania wielko-
$ci dodatnich.

Cox 10 o
104 w10 10 10% x10 107 ?

Wykres funkgji y = log x na skali pétlogarytmicznej

Jezeli uzyjemy skali logarytmicznej na osi OX, a liniowej na osi OY, to wykres funk-
cji y = log x bedzie linig prosta. Z takiego rysunku latwo jest odczyta¢ wartosci loga-
rytmow dziesietnych.

YA
54
44
3+
2+
1+
0 : | : : : r : b
107 210 10 2.10° 100 2-10' 102 2-10° 10°X
=]~
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Pojecie ciagu liczbowego

Ciggiem liczbowym nieskoficzonym nazywamy dowolng funkcje, ktorej dziedzing

jest zbior liczb naturalnych dodatnich, a warto$ciami sg liczby rzeczywiste.

Warto$¢ f(n) tej funkcji dla argumentu n oznaczamy a,,. Jest to n-ty wyraz ciggu (wy-

raz ogolny).

Ciag oznaczamy: (a,) = (a,, a,, a,, ...). Czesto zapisujemy po prostu: a,, a,, as, ...

Ciag skonczony ztozony z n elementéw (cigg n-elementowy) oznaczamy

(@)= @y don g,

Najczesciej okreslamy ciag, podajac:

- wzdr na jego wyraz ogolny, czyli zaleznos¢ migdzy n-tym wyrazem ciggu a, a jego
numerem # lub

- wzor rekurencyjny, czyli zalezno$¢ miedzy n-tym wyrazem ciagu a, a poprzednimi
wyrazami tego ciggu (w tym przypadku trzeba tez poda¢ pierwszy wyraz).

Musimy pamieta¢, Ze n to liczba naturalna dodatnia.

Wykres ciagu

Ciag liczbowy jest funkcja, ktdrej argumentami sg liczby naturalne, wigc mozna spo-
rzadzi¢ jego wykres. W ukladzie wspotrzednych na osi odcigtych wybieramy kolejne
liczby naturalne (n), a na osi rzednych - kolejne wyrazy ciagu (a,). Wykresem jest
zbior izolowanych punktéw o wspotrzednych (#, a,).

B _ _ -
a,== a,=5-n a,=(-1)"-2"
n
a, a, a,
+4 4o 8 .
% U 7
2e 2 ° 6
1., 1 . 5
5 Pt v e 4
191 23 456 7n -1‘F)123456n 3
— ,1 Ll
2 [ ]
1

91 23 45 6n
_1‘

-2

Ciagi monotoniczne

Ciag (a,) = (ay, a5, ..., a,, ...) jest
- rosngcy wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n:
Gy =0 s

- malejgcy wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n:
a0~ 4, <0;

- niemalejagcy wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n:
Ayl — 4y 20;
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_ nierosnacy wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n:
Ay~ Gy <0;

_ staly wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n: a,,, - a, = 0;

_ monotoniczny, jezeli jest rosnacy, niemalejacy, malejacy lub nierosngcy.

Granice ciagéw nieskonczonych

Jezeli dla danego ciagu (a,) istnieje taka liczba G, ze |a,| < G, to cigg ten nazywamy
ciggiem ograniczonym, w przeciwnym wypadku cigg jest nieograniczony.

Liczba a jest granica ciagu nieskoriczonego (a,), jezeli dla dowolnie matej liczby do-
datniej r mozna wskaza¢ w danym ciagu taki wyraz a,, ze wszystkie nastgpne wyrazy
a, (n > M) réznig sie od liczby a mniej niz o r (naleza do przedziatu (a —r, a +r) lub
spelniaja warunek |a, - a| < 7).

Oznaczamy li_rg a,=a.

Tnaczej: jesli prawie wszystkie (wszystkie z wyjatkiem skoficzonej liczby) wyrazy cia-
gu nalezg do przedziatu (a - r, a + 1), to liczba a jest granicg ciggu (a,).

Ciag (a,) nazywamy wtedy ciggiem zbieznym.

Jezeli dla dowolnej liczby G mozna wskaza¢ w ciggu taki wyraz a,, ze wszystkie na-
stepne wyrazy a, (n > M):

_ beda wicksze od G, to ciag (a,) nazywamy rozbieznym do nieskoniczonosci (zapi-

sujemy: lima, = o0);
- beda mniejsze od G, to ciag (a,) nazywamy rozbieznym do minus nieskonczono-

éci (zapisujemy: lima, = —o0).
H—r00

Twierdzenia o ciagach zbieznych

Ciag zbiezny jest ograniczony.

Kazdy ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

Ciag (a,) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnie malej liczby r > 0 mozna
wskaza¢ w tym ciggu taki wyraz a,, zeby dwa dowolne wyrazy ciagu (a,1a,,) nastg-
pujace po a,, réznily sie mniej niz o r, czyli: |a, - a,| <r.

Jezeli lima, = a, lim b, = b oraz dla prawie wszystkich n zachodzi zaleznos¢: a, < b,,

H—»0 n—»0

toa<h.
Twierdzenie o trzech ciagach

Jezeli lima, = lim b, = b i istnieje taka liczba M, ze dla wszystkich n >M zachodzi

H—>00 H—>x0
zalezno$¢ a, <c<b,tolimc, = b.

H—»0

Dziatania na granicach ciggow

Jezeli lima, = a, limb, = b,

n—rx H—po

to: lim(a,+b,)=a+b,lim(a,-b)=a-b, lim(a,-b,)=a-b, lim (k-a,)=k-a

n—yw0

) b

n

oraz jesli b+ 01 b, # 0 dla kazdego n, to lim(a—”J =2,
203
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KOMPENDIUM

Wartoéci granic niektdrych ciggow

lima=a 1

=y

lim4/n = 1.

n—y0

= 3

Dlaa>0 lim% =1.

1
im— =0

h—x©

Ciag arytmetyczny i geometryczny

Zaktadamy, ze n, m, k to liczby naturalne dodatnie.

Ciag

arytmetyczny

Ciag geometryczny

ma dowolnymi
stala.

n

Ciagiem arytmetycznym nazywamy cigg
liczbowy, ztozony co najmniej z trzech
wyrazow, w ktérym réznica migdzy dwo-

kolejnymi wyrazami jest

Ay~ 0, =8y — Gy =71

Ciggiem geometrycznym nazywamy
ciag liczbowy, zlozony co najmniej
z trzech wyrazéw, w ktérym iloraz
dwoch dowolnych kolejnych wyra-
zOW jest staty.

h:E”—”—*—I:q, a, =0, a,#0
a a

n m

Kazdy kolejny wyraz ciggu arytmetycz-
nego (z wyjatkiem pierwszego) powstaje
przez dodanie do wyrazu poprzedniego
stalej liczby r zwanej réznicg ciggu aryt-

Kazdy kolejny wyraz ciggu geome-
trycznego (z wyjatkiem pierwszego)
powstaje przez pomnozenie wyrazu
poprzedniego przez statg liczbe g zwa-

metycznego. ng ilorazem ciggu geometrycznego.

Qpp1 =0y T 7 A, =4q-a, aniO, qio
Wzor na n-

v a,=a,+(n-1)r d=a gt a0 gl
wyraz n
Sl (al +an)'n B
poczatkowych 3= N = n-a, jeslig =1
wyrazow ciagu o1 2 1—-g"
S,=a,+..ta, _[2ﬂl+(”—l)'T]'ﬂ a, ,jeslig =1
2
Wlasnos¢ a, +a,,
ciaggu %, 9 -
a +a (a”)z L A e
= —nk ik jeslin>1,0<k<n
2 3
jeslin>1,0<k<n
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5. CIAGI LICZBOWE

Ciagi rosnace, malejace, stale

Ciag arytmetyczny Ciagg geometryczny
; >1lia >0
Clag rosnacy i) lubo(l)<q<lli a, <0
; ; 0<g<lia=>0
Ciag malejac r<0 k.
26 ey lub g>11ia, <0
Ciag staly r=0 g=1

Szereg geometryczny

Jezeli dany jest nieskonczony ciagg geometryczny (a,), to mozemy utworzy¢ nowy ciag
(S,), zwany ciagiem sum czesciowych, w nastepujgcy sposob:
S,=a,8,=a,+a,8,=a,+a,+..+4a,

Ciag ten nazywamy szeregiem geometrycznym. Jezeli ma on granice S = limS§,, to
szereg nazywamy zbieinym, a liczb¢ S nazywamy jego suma. o
Jezeli cigg (a,) jest ciagiem geometrycznym o pierwszym wyrazie 4, i ilorazie g, to

szereg geometryczny S, jest zbiezny i ma sum¢ S = IL wtedy i tylko wtedy, gdy
-4

lg| < 1.
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6. TRYGONOMETRIA ‘

TEORIA ‘

Funkcje trygonometryczne w trojkacie prostokgtnym

Tangensem kata ostrego w trojkacie prostokatnym
nazywamy stosunek dfugosci przyprostokatnej le-
z3cej naprzeciwko tego kata do dlugosci drugiej
przyprostokatnej.

tog=2
A

Sinusem kata ostrego w trojkacie prostokatnym
nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej le-
zacej naprzeciwko tego kata do dtugosci przeciw-
prostokatnej.

b sing =

(ST

¢ =a*+ b?

Cosinusem kata ostrego w tréojkacie prostokagtnym
nazywamy stosunek dlugoéci przyprostokatnej
cosa = — : s .
¢ przylegtej do tego kata do dlugosci przeciwprosto-
katnej.

Cotangensem kata ostrego w trojkacie prosto-
katnym nazywamy stosunek dlugoéci przyprosto-
katnej przyleglej do tego kata do diugosci drugiej
przyprostokatnej.

ctga =

Wartoéci funkcji trygonometrycznych niektérych katéw

o 0° i58 30° 45° 60° o5 90°
: Je-2 | 1 V2 B Je+2
sin & 0 - = S, 2, M TN 1
4 2 2 2 4
Jo+2 | B | 2 J6 -2
cos 1 - a2 Sl — b B 0
4 2 2 4
tga 0 G ol % 1 \/5 2 43 brak
ctga | brak | 2+ \/g \E 1 ? 2 — \/5 0

Kat obrotu

Katem obrotu nazywamy uporzadkowang parg pélprostych o wspdlnym poczatku,
z ktérych pierwsza to ramie poczatkowe, a druga — rami¢ koncowe.

Przyjmujemy, ze jesli rami¢ poczatkowe kata bedzie nieruchome, a rami¢ koncowe
bedzie si¢ obraca¢ wokét wierzchotka, to zwrot dodatni ma kat odpowiadajacy obro-
towi przeciwnemu do ruchu wskazéwek zegara, a zwrot ujemny — kat odpowiadajacy
obrotowi zgodnemu z ruchem wskazéwek zegara.
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KOMPENDIUM

Miarg stopniowa niezerowego kata na plaszczyznie nazywamy kazda z liczb
a=a,+ k- 360° gdzie k jest liczbg catkowitg oraz 0° < ¢, <360°.

Miara stopniowg zerowego kqta nazywamy kazda z liczb k - 360°, gdzie k jest liczbg
catkowita.

Funkcje trygonometryczne

Niech OXY bedzie prostokatnym ukladem wspoirzednych na plaszczyznie.
Poczatkowe ramie kata o mierze & pokrywa si¢ z dodatnig potosig osi OX. Na kon-
cowym ramieniu kata obieramy punkt P o wspolrzednych (x, y) rézny od punktu
O = (0, 0). Sinus @ to stosunek rzednej y punktu P do dtugosci r promienia wodza-
cego tego punktu. Cosinus & to stosunek odcietej x punktu P do dtugosci r promienia
wodzgcego tego punktu.

Tangens & to stosunek rzednej y punktu P do jego odcietej x.

y
¥ OX - poczatkowe ramig kata
poczy ¢ ka
tga = & OP - koncowe ramie kata
P= (o )Ml x r = |OP| - promien wodzacy punktu P
3 \ r=qx"+y
i @ . sing = 2 X, y - wspolrzedne punktu P
0 X r
X
cosd =—
r

Miedzy funkcjami trygonometrycznymi kata « zachodza zwigzki:

sino

sin‘a + cos’a =1 tgo ,a#90°+k-180°% ke C

cosx

Znaki funkcji trygonometrycznych w poszczegolnych ¢wiartkach ukladu OXY

AY 0° <ea <90° AY 90° < & < 180°
x>0 x<0
e P=(xy) y>0 e e y>0
i ! :
o ; T.>0 b a\ ; r‘>0
0 x X sinag >0 i) ¥ sina >0
cosa >0 cosa <0
tga>0 tga <0
AY 180° < ¢ < 270° AY 270° < < 360°
x<0 x>0
\ y<0 _ y<0
x{/a\ T'>0 /a \{C >r'>0
; yx sina <0 NP ¥ Sina <0
AT cosa <0 SN cosa >0
=(x, LG e AL T
e tga >0 g o tga <0
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e

Wzory redukcyjne
sin(180° -~ @) =sin sin(180° + @) = —sin &
cos(180° —q) = —cos & cos(180° + &) = —cos &
tg(180° - a) = -tga tg(180° + ) = tgax
AY AY

P kP e P
I edh )
tr : :
i A ) _xf180 +al sl \ =
% 0 x X (@) £ X
r
P —y
Pl

sin(-a) = -sin @ sin(90° - a) = cos @
cos(-a) =cos e cos(90° - @) =sin ¢
tg(-a) = -tg 19(90° — ) = ——
tga
)4 by

=4

A -
b — ylE P
v/ 90 - gy
4 Fay
o v Gl
ONCa/ * % 0 x
g Lo pl

Miara tukowa kata
Miarg tukowa kata nazywamy stosunek dlugosci tuku okregu zatoczonego przez
promiert wodzacy do dlugoéci promienia tego okregu.

!

x = —, x - miara tukowa kata, [ - dlugos¢ luku, r — dlugo$¢ promienia
r

Kat, ktéry na okregu zatoczonym z jego wierzchotka wyznacza tuk o dtugosci pro-
mienia tego okregu, ma miare fukowy 1 radian.
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Zamiana stopni na radiany i radianéw na stopnie

Zamiana radianéw na stopnie

Zamiana stopni na radiany

Foiags (180}°
nradianéw=n .| —

I Sl
n® = n-| — | radianow
[180]

yis
: 3n T s T T
radiany 2n = m = — — =
2 £ 3 4 6
stopnie 360° 270° 180° 90° 60° 45° 30°

Funkcja okresowa

Funkcja okresowa nazywamy funkcje rzeczywista f okreslong na zbiorze Dy, dla kto-
rej istnieje taka liczba T rézna od zera, Ze dla kazdej liczby x nalezgcej do D liczba

x + Ttez nalezy do Dyi f(x) = f(x + T).

Liczba T nazywana jest okresem tej funkcji, a najmniejsza istniejaca taka liczba to

okres zasadniczy (podstawowy).

Wykresy i wiasnosci funkcji trygonometrycznych zmiennej rzeczywistej

y=sinx
¥
AN %
X
one A e A0

dziedzina: D;= R

zbidr wartosci: f(Dj) =({-1,1)

okres zasadniczy: T = 21

sin(—x) = —sin x

miejsca zerowe: x, = k - 7, gdzie k jest
liczbg catkowita

V=GOS X dziedzina: D;= R
Y zbiér wartosci: f(D)) = (-1, 1)
\ /}l\ ﬂ okres zasadniczy: T = 27
e f X cos(—x) = cos x 1
& 2 4 “ miejsca zerowe x, = (k + 5) -1, gdzie
k jest liczbg catkowitg
y=tgx dziedzina:

X
fjﬂ fn  —n 0 T 3n
=Ll

=
N

238

D, =R—{x:x:§+kn,keC}

zbi6r wartosci: f(D)) = R

okres zasadniczy: T =7

tg(—x) = —tgx

miejsca zerowe: X, = k - 7, gdzie k jest
liczbg catkowita

asymptoty x = [k S %J -, gdzie k jest

liczba catkowita
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Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katow
sin(ar +3) = sin & cos 8 + cos a sin 8 sin(a - B) =sina cos f - cos a sin §
cos(a + B) = cos & cos § - sina sin 8 cos(a —B) = cosa cos B + sina sin f3

Suma i réznica funkcji trygonometrycznych

a+p cosE— p sin(a + ) + sin{a - 8) = 2sin a cos 8

sina +sin § = 2sin

2
a+p . - : \ .
sina —sin B = 2cos B sinZ 5 B sin(a + 8) - sin(a - ) = 2cos & sin 8
+ —
cosa + cosf3 = 2cos 2 2ﬁcosa 2ﬁ cos(a + B) + cos(a - ) = 2cos @ cos 8
o+ a—
cos f — cosa = 2sin 5 A sin 5 P cos(a - 8) - cos(a + ) = 2sina sin B
Funkcje polowy kata
. [a 1—cosa lod J1+cosa
SN i—= || =alfF——— Cos| — || = 4]———
2 2 2 2
Funkcje wielokrotnosci katow
sin(2a) = 2sin ¢ cos & cos(2a) = cos’a - sin%a = 1 - 2sin’a = 2cos’a - 1
sin(3a) = 3sin a - 4sin’a cos(3ct) = 4cos’a - 3sina

Graficzna interpretacja rozwiazan niektoérych elementarnych réwnan trygo-
nometrycznych

rozwiazanie

s rozwigzanie ogdlne

réwnanie, wykres

sin x = a, jedli [a| £ 1
¥

x=xdubx = = x = (=1)F- x,+ 2kn,
n> gdzie k jest liczbg

gdziex, € <~E, — .
5’ o/ calkowita

| <
AN
Dk =
[SIEER S
A
1
S
/
Y

brak rozwigzania brak rozwigzania

239




KOMPENDIUM

cos x = a, jedli Ja| <1

AY
e + 3

X=X, lub x = e i ; X ‘+ ZkTC, gdme

. jest liczba catko-
gdzie x, € (0, ) ;

wita
brak rozwigzania brak rozwigzania
x:xﬂ: x=x0+kj'[)
gdziex, € <AE, E> gdzie k jest liczba
2 2/ catkowita

Graficzna interpretacja rozwigzan niektorych elementarnych nieréwnosci

trygonometrycznych
nier6wnoé¢, interpretacja graficzna rozwigzanie ogolne
Smx>“’jeéhg£“£1 X + 2kn < x < T — %y + 2k,
1~ y=a 3 16T
BN RN AT R s
™ -n M| % mxN\_3m_Asr X
o 1-1 2 k jest liczbg catkowita
sinx<a,jeéli;)£a£1 —7t — X, + 2kT < x < x, + 2k,
! J y=a - . TE BTC
_"Tff.""_.""i?f.T'. ””” T S gdzie x, € <_5’ 5>’
A =m A % nxmN_3n Sn 0 X
2 -1 = k jest liczba catkowita

¥ y=a
1 . :
s T brak rozwigzania
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sinx<a,jesli-1<a<0 _q— x, + 2k < x < x, + 2k,

Y
1 & 3n ] TN
e n AN 2 27 N EECERR e
T N 7 ™ I 7R
e qTTyEE T k jest liczba catkowita
' tgx>a
% Ay : L
1 oo ] : X h KT < X R T
: : SRl %
I - ' ~ } Eiaan I
F (Gl G £ e b g Lum
ATV S s smene(-E )
3 fn o /%% x /n & o0
3 & f Tt e & k jest liczba catkowita
‘ f a2 !
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270

TEORIA

Katy
Katem nazywamy cze$¢ plaszczyzny ograniczona dwiema polprostymi o wspdlnym
poczatku. Potproste nazywamy ramionami kata, a poczatek potprostych nazywamy
wierzchotkiem kata O. Sume ramion nazywamy brzegiem kata, a obszar otwarty
wyciety z plaszczyzny przez ramiona kata nazywamy wnetrzem kata.

wn:;tfrze ra;niona kqt wypukly th WklE;SlY

wierzchotek

Kat pélpelny, rozwarty, prosty, ostry

Kat jest katem polpelnym, jedli jego ramiona sg potprostymi dopetniajacymi sie.
Kat prosty jest to kat, ktory jest polowa kata polpelnego. Jezeli dwie proste przeci-
najace sie dzielg plaszczyzne na cztery réwne katy (przystajace), to kazdy z nich jest
katem prostym.

Kat mniejszy od kata prostego nazywamy katem ostrym.

Kat wiekszy od kata prostego i mniejszy od kata pétpetnego nazywamy katem roz-
wartym.

kat pétpelny kat prosty kat ostry kat rozwarty
// h\ :f ‘/ il
0 /3 0 0

Katy wierzchotkowe, przylegle, naprzemianlegle

Dwie proste przecinajace si¢ wyznaczajg dwie pary katéw wierzchotkowych.

Dwa katy wypukle nazywa si¢ katami wierzchotkowymi, kiedy ramiona jednego
z nich sg przedluzeniami ramion drugiego.

Dwa katy s3 katami kolejnymi, jesli wspolna czes¢ ich obszardw jest ich wspélnym
ramieniem.

Dwa kolejne katy wypukde, ktérych suma jest kat potpeiny, nazywa si¢ katami przy-
leglymi.

katy wierzchotkowe katy kolejne katy przylegte

& | =
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-

Dwusieczna kata

Kazdy kat ma dokladnie jedng oé symetrii. Czg$C osi symetrii, ktérej punkty naleza
do kata, nazywamy jego dwusieczng.

Dwusieczna kata wypuklego to zbiér punktow réwno odleglych od ramion tego kata.
Dwusieczne katow przyleglych sa prostopadte.

Dwusieczne katéw wierzchotkowych sa pélprostymi dopetniajacymi sig do jednej
prostej.

Katy odpowiadajace i naprzemianlegle

Jezeli dwie proste przetniemy trzecig prosta, to otrzymamy osiem katow, wérdd kto-
rych mozna wyréznic pary katow: odpowiadajacych, naprzemianleglych wewnetrz-
nych i zewnetrznych, jednostronnych wewnetrznych i zewnetrznych.

[ - katy odpowiadajace

Sl

katy naprzemianlegte wewngtrzne katy naprzemianlegle zewnetrzne

% ] % e

katy jednostronne wewnetrzne katy jednostronne zewngtrzne

Twierdzenie o prostych réwnoleglych przecigtych trzecig prosta
Jezeli dwie proste réwnolegle przetniemy trzecig prosta, to wyznaczone w ten sposob
katy odpowiadajgce bedg rowne.

katy odpowiadajgce

A
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Jezeli dwie proste réwnolegte przetniemy trzecig prosts, to wyznaczone w ten sposob
katy naprzemianlegte beda réwne.

katy naprzemianlegle wewnetrzne katy naprzemianlegte zewnetrzne

bt

—

N
,/’Bf//

]

—

Okrag, koto

Okregiem o $rodku S i promieniur >0 (o(S, r)) nazywamy zbior wszystkich punktow
plaszczyzny, ktérych odlegtoéc od punktu § jest rowna r (|SX| =1).

Kolem o érodku S i promieniu r > 0 (k(S, 7)) nazywamy zbior weszystkich punktéw
plaszczyzny, ktérych odlegtos¢ od punktu § jest mniejsza lub réwna r (|SX| < 7).

Kazde dwa punkty lezace na okregu dzielg go na dwie czgsci. Kazda taka cze¢s¢ nazy-
wamy tukiem okregu.

Cieciwg okregu nazywamy niezerowy odcinek, ktorego konce nalezg do tego okregu.
Cieciwe okregu, do ktorej nalezy $rodek okregu, nazywamy s$rednicg okregu.
Diugoéé érednicy okregu o(S, r) jest réwna 2r.

Euk okregu oparty na jego $rednicy nazywamy potokregiem.

Kazda érednica dzieli kolo na dwie czesci. Kazda z tych czeéci wraz ze $rednicg nazy-
wamy polkolem.

Jezeli z dowolnego punktu okregu poprowadzimy prostopadly do §rednicy, to od-
legto$¢ tego punktu od $rednicy jest srednig geometryczng dhugosci odcinkéw, na
ktére ta prosta dzieli srednice.

Wzajemne potozenie okregu o(S, r) i prostej I

Prosta rozlaczna z okregiem

Prosta ], ktora nie ma punktéw wspolnych z okregiem o(S, £ ~
nazywamy prosta rozlaczng z okregiem o(S, r) albo prosty XN
zewnetrzng do okregu o(S, r).

Odlegloé¢ érodka okregu od prostej jest wigksza od dlugosci
promienia okregu (d(S, [) > r).

Styczna do okregu

Prosta I, ktéra ma jeden punkt wspolny z okregiem o(S, 7), nazy-

wamy styczna do okregu o(S, r). Punkt wspdlny prostej 11 okregu N

o(S, r) nazywamy punktem stycznosci. ’ !
Odlegtoéc érodka okregu od stycznej jest rowna diugosci promie-

nia okregu (d(S, ) = 7).

Styczna do okregu tworzy kat prosty z prosty poprowadzong

przez §rodek okregu i punkt stycznosci. Styczna 1 do okregu o(S, ) jest prostopadia
do promienia r tego okregu poprowadzonego z srodka okregu do punktu stycznosci.
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Jezeli przez punkt P zewnetrzny kola k(S, r) poprowadzimy stycz- =

ne do okregu o(S, 1), to odcinki laczace ten punkt z punktami
stycznoéci sg réwne (|PC| = |PB|).

Sieczna okregu

Prostg [, ktéra ma dwa punkty wspdlne z okregiem o(S, r), nazy-
wamy sieczna okregu o(S, r).

Odlegtos¢ srodka okregu od siecznej [ jest mniejsza od diugodci
promienia okregu (d(S, ) <r).

Jezeli przez punkt P zewnetrzny kota k(S, r) poprowadzimy stycz-
ng do okregu o(S, r) w punkcie A i sieczng wyznaczajgca cigciwe
CD, to |CP| - |DP| = |AP|* = |P§|* - 2.

Ca O r \_‘ _i)\ 2 A~
Katy w kole
Kat, ktérego wierzcholek jest srodkiem okregu, nazywamy katem
$rodkowym tego okregu.
Katom érodkowym o réwnych miarach w danym okregu odpo-
wiadajg cieciwy o tej samej dlugodci.

Kat, ktérego ramiona zawieraja dwie cigciwy wychodzace z jed-
nego punktu okregu, nazywamy katem wpisanym w ten okrag.

Katy wpisane oparte na tym samym tuku majg réwne miary.
Kat $rodkowy ma miare dwa razy wigksza niz kat wpisany oparty
na tym samym tuku.

Kat wpisany w okrag jest prosty wtedy i tylko wtedy, gdy jest
oparty na polokregu.

Katem dopisanym do okregu w punkcie P nalezagcym do tego
okregu nazywamy kat wypukly wyznaczony przez dwie potproste
o wspolnym poczatku P, z ktérych jedna zawiera si¢ w stycznej
do okregu w punkcie P, a druga zawiera jedna z cieciw okregu.
Miara kata srodkowego opartego na tuku okregu bedacym cze-
§cig wspdlna okregu i kata dopisanego jest dwa razy wigksza od
miary kata dopisanego.
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Wzajemne potozenie dwoch okregow 0,(S,, r,) i 0,(S,, 1))

okregi przecinajgce sig okregi rozlaczne zewnetrznie ]
brak punktow
B ; %
dwa punkty wspolne wspblych

|t -1l < [S,8,| <1yt 1y 15,8, > 1, + 1,

Q
okregi styczne zewnetrznie okregi roztaczne wewnetrznie
jeden punkt wspdlny brak p’unktow
1.5, =7, +7 wspolnych
e 1$,8,| < Ir2 = 74
|
okregi styczne wewngtrznie okregi wspotsrodkowe
brak punktow
jeden punkt wspdiny wspolnych
19,5, = |r, = | $1=5,
= 1 E

Srodki okregow stycznych i punkt stycznoéci lezg na jednej prostej.

Czesci kota
Pierscien kolowy
Réznice kota o promieniu r, i wspotérodkowego kota otwartego
o promieniu r, (r, < r,) nazywamy pierécieniem kolowym.
Dornlnp—1) \‘
Wycinek kolowy )
Czeé¢ wspdlng kota i jego kata $rodkowego nazywamy wycinkiem
kota (wycinkiem kotowym). Q
T - L
p=2 p—_% s gduie P - pole, L - dugosc tuku.
2 360°
Odcinek kolowy

Czeéé kola ograniczong cigciwg i tukiem na niej opartym nazywamy

odcinkiem kota (odcinkiem kotowym). e 4
1 1 o

p==[Lr—a(r-h)|,P==r’| — —sina |, '
2 [ ( )] 2 ( 1 800 J \

gdzie a — dugo$¢ cieciwy, L ~ dlugos¢ tuku.
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Wielokaty

Wielokatem (n-katem) nazywamy cze$¢ plaszczyzny ograniczong famang zamknie-
tg zwyczajng o n bokach (gdzie n > 3) wraz z tg tamang. Boki i wierzchotki tamanej
ograniczajacej wielokat nazywamy odpowiednio bokami i wierzcholkami wielokata.
Wielokat o n bokach ma n katow.

Whetrzem wielokata nazywamy figure geometryczng ztozong z punktéw wielokata
nielezacych na jego bokach. Punkty plaszczyzny nienalezace do obszaru wielokata
nazywamy jego zewne¢trzem.

Dtugos¢ tamanej ograniczajacej wielokat nazywamy obwodem wielokata.

Odcinek taczacy dwa wierzchotki wielokata, ale niebedacy jego bokiem, nazywamy
przekatna wielokata.

Przekatne n-kata wypuklego poprowadzone z jednego jego wierzchotka dzielg ten
wielokat na n - 2 tréjkatow.

1
Liczba przekatnych n-kata jest réwna En(n - 3).

Katy wielokata

Kat plaski, ktorego wierzcholek pokrywa si¢ z danym wierzchotkiem wielokata i kt6-
rego cze$¢ wspdlna z czescia pewnego otoczenia wierzchotka jest identyczna z czgscia
wspodlng tego otoczenia i wielokata, nazywamy katem wewnetrznym wielokata.
Ramiona kata wewngtrznego wielokgta zawierajg oba boki wielokata wychodzace
z danego wierzchotka.

Suma miar katow wielokata o n bokach jest rowna (n - 2) - 180°.

Katem zewnetrznym wielokata wypuklego nazywamy kazdy kat przylegly do jedne-
go z katow wewnetrznych.

Suma miar katéw zewngtrznych wielokata wypuklego (liczac po jednym dla kazdego
wierzchotka) jest niezalezna od liczby jego bokéw i réwna 360°.

Trojkat

Odcinki i proste w tréjkacie

Srodkowsa tréjkata nazywamy odcinek laczacy wierzcholek tréjkata ze érodkiem
przeciwleglego boku.

CO - érodkowa boku AB

CD - dwusieczna kata ACB

pr. PO - symetralna boku AB
CT - wysokos¢ z wierzchotka C

Wysokoscia trojkata nazywamy odcinek poprowadzony z wierzchotka tréjkata pro-
stopadle do przeciwlegtego boku lub jego przedluzenia. Punkt wspoélny wysokosci
i boku (lub jego przediuzenia) nazywamy spodkiem wysokosci.
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Symetralng boku nazywamy prostg prostopadla do tego boku przechodzaca przez
jego srodek.

Odcinek Iaczacy $rodki dwéch bokow trojkata jest rownolegly do trzeciego boku
tréjkata i ma dhugoé¢ réwna potowie dtugosci tego boku.
W dowolnym tréjkacie ABC wybieramy trzy punkty DEF, nalezgce odpowiednio do
bokéw AB, AC, BC, rozne od wierzcholkow trojkata. Proste AF, CD, BE przecinajg sie
jed kcie wtedy i tylko wted thDI IBF‘ lCE‘ 1
w iednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy T—— "= 1ol T &
Jednym p ¥ Lhy ygy'BD| ICF' ‘AEl
Dwusieczna kata dzieli przeciwlegty bok na dwa odcinki, ktérych stosunek dtugosci
jest rowny stosunkowi dlugosci pozostatych bokow.

Punkty szczegdlne w trojkacie

i
Symetralne bokow w tréjkacie przecinaja si¢ w jednym punkcie, A’\
ktory jest rodkiem okregu opisanego na tym trojkacie. 4 ‘V@'

Dwusieczne katow wewnetrznych tréjkata przecinajg sig¢ w jed-

C
nym punkcie, ktory jest srodkiem okregu wpisanego w ten troj- é
L A
g A -

Wysokosci w tréjkacie przecinajg si¢ w jednym punkcie zwanym ortocentrum.
Srodkowe w trojkacie przecinajg si¢ W jednym punkcie, ktory kazda z nich dzieli
w stosunku 2 : 1, liczac od wierzchotka trojkata. Punkt przeciecia si¢ trzech srodko-
wych nazywamy $rodkiem ciezkoséci tréjkata.

Zwigzki miarowe w wybranych tréjkatach

Tréjkat dowolny
| C poun, . a, b, ¢ - dlugosci bokéw
p=—"" a, B, y - miary katow
i wewnetrznych tréjkata

e = b h, - wysoko$¢ opusz-
) h, a czona na bok BC

B h, - wysoko§¢ opusz-

czona na bok AC
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Pole tréjkata a+pB+y=180° h. - wysoko$¢ opusz-
1 1 1 a="b COSﬁ +c cosﬁ czona na bok AB
P=-a-h =5b-hﬁ =—c-h g+ b>e ‘ be r - promief j)kr(;gu
= wpisanego w trojkat

drp p - polowa obwodu

R - promienn okregu

a+c>b |R
P=yp(p-a)(p=b)(P-<) |cib>a l

B e Bhcogd
P=2R:sina-sinfi-siny tg a + f | opisanego na tréjkacie
p:a_b': P=r-p atb _ 2 P - pole trojkata

4R a—b tg oa—pf

2

1 1 1
P = —absiny = —bcsing = —acsin
2 d 2 2 4

Twierdzenie sinuséw
W dowolnym tréjkacie stosunek diugosci boku do sinusa kata przeciwleglego do
tego boku jest wielkoscig staly, rowng dtugosci srednicy okrggu opisanego na tym
tréjkacie.

a b c

= - 2R
sinae sinff  siné

Twierdzenie cosinusow
W dowolnym tréjkacie kwadrat dtugoéci boku jest réwny sumie kwadratéw pozosta-
lych bokéw pomniejszonej o podwojony iloczyn dtugosci tych bokow przez cosinus
kata zawartego migedzy tymi bokami.

a?=b*+c*-2bccosa

b*=a’+ ¢ - 2accos f§

¢ =a®+ b? - 2ab cosy

Trojkat prostokatny
C W = soy| SR a, b - dlugosci przyprostokat-
a @=y-c|lc=x+Yy nych
b k P=x-c| 1 5, ¢ — dhugos¢ przeciwprostokatnej
L Blc=2R |"7 2 (@+b—%) x — dtugos¢ rzutu prostokatnego
ATTx ,C/ Z90° a+fB=90° przyprostokatnej AC na prze-
14 - ciwprostokgtng
Pole tréjkata a=c-sina=c- C‘?Sﬁ y - dilugos¢ rzutu prostokat-
b=c-cosa=c-sinf nego przyprostokatnej BC na
P e lcl sina -sin B a=b-tga przeciwprostokatna
b=a-tgp h - wysoko§¢ opuszczona na
5 h=a-sinf=b-sinc przeciwprostokatna
£ Ea tgfp _atb+c r - promien okregu wpisanego ‘
1 2 w trojkat |l
P=-a-b p - potowa obwodu
2 R - promien okregu opisanego
na tréjkacie | |
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) P - pole tréjkata
3 a, 3,y — miary katéw wewnetrz-
p nych trojkata

R

Trojkat rownoboczny

r=in r=22 |y
3 6 < nych trojkata
a = 60° a\/g h — wysokos¢
Pole trojkata T3 r — promien okregu wpisa-
nego w trojkat
P a3 R= zh =2r | R - promien okregu opisa-
4 2 nego na tréjkacie
P - pole trojkata

e a- dhl_gosc bo!m
=— ¢ — miara katéw wewnetrz-

Czworokaty
Wielokat, ktéry ma cztery boki, nazywamy czworokgtem.
Suma miar katéw wewnetrznych czworokata jest réwna 360°.

Odcinki taczace $rodki przeciwlegtych bokéw dowolnego czworokata dziela si¢ wza-
jemnie na polowy.
Odcinki faczace $rodki kolejnych bokéw czworokata tworza réwnoleglobok.

Czworokat wpisany w okrag (okrag opisany na czworokacie)

Na dowolnym czworokacie mozna opisac okrag tylko wtedy, gdy sy-
metralne wszystkich jego bokow przecinajg sie w jednym punkcie.
Na czworokgcie mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy
miar przeciwleglych katéw sa réwne, czyli:a +y = + 0.

P=\(p-a)(p-b)(p-<)(p-d)

p:%(a+b+c+d)

Twierdzenie Ptolemeusza
W czworokacie wypuktym wpisanym w okrag iloczyn dlugosci przekatnych jest row-
ny sumie iloczynow dtugosci par przeciwlegtych bokow.

Czworokat opisany na okregu (okrag wpisany w czworokat) ¢
W dowolny czworokat mozna wpisa¢ okrag tylko wtedy, gdy dwu-

sieczne wszystkich jego katéw przecinajg sie w jednym punkcie. o
W czworokat wypukly mozna wpisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy

sumy dtugosci przeciwlegtych bokéw sg réwne.

a+c=b+d a

P=%r(a+b+c+d)
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Deltoid |
Czworokat wypukty, ktérego 0§ symetrii zawiera jedng z przekgtnych, nazywamy
deltoidem.

Deltoid ma dwie pary sasiednich bokéw réwnych.

Katy w wierzchotkach nielezacych na osi symetrii deltoidu sg przystajace.

Przekgtne deltoidu dzielg si¢ pod katem prostym.

Punkt przeciecia przekatnych deltoidu wyznacza $rodek przekatnej faczacej wierz-
chotki przystajacych katéw.

Jezeli przystajace katy wewnetrzne sg proste, to na deltoidzie mozna opisa¢ okrag,
a jego érednicq jest przekatna zawarta w osi symetrii deltoidu.

1 n ‘ b a, b - dlugosci bokéw
p= Edjdz d, d,, d, - dtugosci przekatnych
V [ - obwdd
l=2a+2b # b P- pole
Trapez
Trapezem nazywamy czworokat, ktoéry ma przynajmniej jedng par¢ bokow réwno-
legtych.

Rownolegle boki trapezu nazywamy podstawami trapezu. Nieréwnolegle jego boki
nazywamy ramionami trapezu.

Trapez, w ktérym boki nieréwnolegle sa réwne, nazywamy trapezem réwnora-
miennym.

Trapez, w ktérym jedno ramie jest prostopadfe do podstaw tego trapezu, nazywamy
trapezem prostokatnym.

Odcinek tgczacy érodki ramion trapezu nazywamy srodkowg trapezu.

Wysokos¢ trapezu jest rowna odleglosci jego podstaw.

Suma miar katéw wewnetrznych przy kazdy ramieniu jest rowna 180°.

W trapezie rownoramiennym wysokoéci poprowadzone z koncéw krotszej podstawy
odcinajg dwa przystajace trojkaty prostokatne.

Dlugo$¢ srodkowej trapezu jest $rednig arytmetyczng dlugosci obu jego podstaw.
Na trapezie réwnoramiennym mozna opisac okrag.

a, b, ¢, d - dlugosci bokow T
| d,, d, — dlugosci przekatnych
= M'_h d l : olz)wc')d ;
2 - P - pole trapezu

I=a+b+c+d a - kat ostry trapezu

h — wysokos¢ trapezu

Réwnolegtobok

Réwnoleglobokiem nazywamy czworokat, ktéry ma dwie pary bokow réwnolegtych.
Przeciwlegle boki rownolegtoboku s3 réwnolegte i réwne.

Kazde dwa katy przeciwlegle rownolegloboku s réwne.
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Punkt przecigcia przekatnych jest srodkiem cigzkosci réwnolegtoboku.

Suma miar kazdych dwéch katéw lezacych przy tym samym boku jest rowna 180°,
Przekatne réwnolegloboku dzielg si¢ wzajemnie na potowy.

Przekatna dzieli réwnoleglobok na dwa tréjkaty przystajace.

Istnieje $rodek symetrii réwnolegtoboku.

a, b - dlugoéci bokow

d?+d,>=2(a*+ b?) V d,, d, - dtugosci przekatnych
P=absina Ah ] - obwod
£

P=ah P - pole
l=2a+2b ? «a - kat ostry réwnolegtoboku
h - wysoko$¢ rownolegloboku J
Romb

Rombem nazywamy réwnoleglobok, ktéry ma wszystkie boki réwnej diugosci.
Wiszystkie boki rombu s3 réwnej dtugosci.

Kazde dwa przeciwlegte katy rombu s réwne.

Przeciwlegte boki rombu sg réwnolegte.

Suma miar kazdych dwdch katéw lezacych przy tym samym boku jest rowna 180°.
Przekatne rombu dzielg si¢ wzajemnie na potowy.

Przekatne rombu sg prostopadte.

Przekatna dzieli romb na dwa réwnoramienne tréjkaty przystajace.

Przekatne rombu zawieraja si¢ w dwusiecznych jego katow.

Przekatne dzielg romb na cztery przystajace trojkaty prostokatne.

Punkt przeciecia przekatnych wyznacza $rodek okregu wpisanego w romb i §rodek
cigzko$ci rombu.

Promien okregu wpisanego w romb jest rowny polowie dlugosci wysokosci tego
rombu.

Istnieje $rodek symetrii rombu.

Przekatne sg osiami symetrii rombu.

P=ah a - dtugosc boku

P= aiSin @ V d,, d, - dtugosci przekatnych
P = Edld:z a h I - obwéd

P - pole
I=4a a - kat ostry rombu
1 @ h - wysokos¢ rombu
t=—h . .
9 r — promien okregu wpisanego w romb |
Prostokat "!

Prostokatem nazywamy czworokat, ktérego wszystkie katy s katami prostymi. '
Waszystkie katy prostokata s proste. .
Przekatne prostokata sg réwnej diugosci.
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Przeciwlegle boki prostokata s réwnolegle i rowne.

Przekatna dzieli prostokat na dwa prostokatne trojkaty przystajace.

Przekgtne prostokata dzielg si¢ wzajemnie na polowy.

Przekatne dzielg prostokat na cztery trojkaty réwnoramienne o rownych polach.
Punkt przecigcia przekatnych wyznacza §rodek okregu opisanego na prostokacie.
Promiefi okregu opisanego prostokacie jest rowny potowie diugosci przekatnej tego
prostokata.

Istnieje Srodek symetrii prostokata.

Symetralne bokéw sg osiami symetrii prostokata.

W prostokat, ktéry nie jest kwadratem, nie mozna wpisa¢ okregu.

1 i s a, b - dtugosci bokow
R= Ed By a +b R — promien okregu opisanego na pro-
stokacie
d=va'+b’ (b d - dlugo$¢ przekatnej
[=2a+2b a [ - obwdd
P=ab P - pole
Kwadrat
Kwadratem nazywamy taki czworokat, ktéry ma wszystkie boki i wszystkie katy
réwne.

Wszystkie katy kwadratu sg proste.

Wszystkie boki kwadratu sg réwnej dtugosci.

Przeciwlegte boki kwadratu sg réwnolegte.

Przekatne kwadratu sg réwnej dtugosci.

Przekatne kwadratu dzielg si¢ na potowy pod katem prostym.

Przekatne kwadratu zawierajg si¢ w dwusiecznych jego katow.

Punkt przeciecia przekatnych wyznacza érodek okregu wpisanego w kwadrat.

Punkt przeciecia przekatnych wyznacza Srodek okregu opisanego na kwadracie.
Przekatne kwadratu zawieraja si¢ w dwusiecznych jego katow.

Kazda przekatna dzieli kwadrat na dwa przystajace trojkaty prostokatne réwnora-
mienne.

Kazda przekatna tworzy z bokiem kwadratu kat 45°.

Przekatne kwadratu dziela go na cztery przystajace trojkaty prostokgtne rownora-
mienne.

Promier okregu wpisanego w kwadrat jest réwny potowie dtugosci boku tego kwa-
dratu.

Promien okregu opisanego na kwadracie jest réwny potowie dtugosci przekatnej tego
kwadratu.

Istnieje $rodek symetrii kwadratu.

Symetralne bokéw i przekgtne kwadratu sg osiami symetrii.
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r=—a:
2

R=2
2

d:%aﬁ A= sl

a — dlugoséc boku

r — promien okregu wpisanego

w kwadrat

R - promien okregu opisanego

na kkwadracie

R
Pl B o 1 g - d - dtugos¢ przekatnej
’ 2 [ - obwod
[=4a P - pole
Wielokaty foremne

Wielokgtem foremnym nazywamy wielokat, ktérego boki sg row-

nej dtugosci, a katy przystajace.

Na kazdym wielokacie foremnym mozna opisac¢ okrag.

W kazdy wielokat foremny mozna wpisa¢ okrag.

Okregi te s3 wspotsrodkowe

Symetralna boku wielokata foremnego jest jego osig symetrii.
Dwusieczna kata wielokata foremnego zawiera si¢ w jego osi symetrii.

Zaleznosci w wybranych wielokatach foremnych

Liczba Miara kata Promien R Promien r Pole P
bokéw wewnetrznego okregu opisanego ' okregu wpisanego wielokata
na wielokacie w wielokat
> 60° [”j a3 a3 a3
A )5 ;
4
T
90° (—J a2 & 2
2 2 2
5
37 % /
Q 108° {?) a 10(S+\E) a 5(5+2\/§) a 5(5+2\/g)
10 10 4
y 120° (Z_ﬂ . a3 3a°\3
3 2 2
8
3n
O] we (F] | wllen®) ) an(n)
4 ——
2 2
# a
2 2 T, T
st [ ol1-=2 . —ctg — —a ctg—
[l n) 180 [1 n}t 2511’!.; gn 4 gn
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7. GEOMETRIA
Pola i obwody figur plaskich
B P - pole, I - obwdd
trojkat t
rq]kq b ch ra};ez . (a + b) -h
b a 2 d c 2
h s AR
A :bcsma A l=a+b+c+d
‘ 2
l=a+b+c
trojkat - ab , trojkat 23
prostokatny 5 réwnoboczny | P = 2
- ‘\ 2
% ptf3
2
=34
czworokat dd sina deltoid dd
wypukly = a § | P=—=
’ . 2 g 2
A I=a+b+c+d 1=2(a+b)
a Wﬂ b
réwnoleglobok | P = ah romb P=ah
P=absina d dd
a a : d, P= 42
h ; [=2(a+b \gh f;
(1\": ( ) /G!“w/ =
b a P=a%ina
[=4a
prostokat | P=ab kwadrat | P=a’
I=2(a+b) d
b al d =
2
a a I=4a
koto P wycinek kota .
@ L="2iF
plie;écier’l P=w#r—1% Odllfi?ek . a° Pena
oo ofa = -
iy 360° 2
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o kat | P=
o, | = o=a)(p=8)(p=c)lp=d)| “iony ‘atbicrd
w okrag _atbtc+d mokiggn | €00

Y|
T b

a

Przystawanie wielokatéw

Wielokatami przystajacymi nazywamy wszystkie wielokaty, ktére maja taka sama
liczba bokéw, o takiej samej dlugosci, w ktorych katy miedzy tymi bokami maja takie
same miary.

Cechy przystawania tréjkatow
bbb A
Jezeli trzy boki jednego tréjkata maja dltugosci odpowiednio
rowne dlugosciom trzech bokéw drugiego tréjkata, to te tréj- &
katy sa przystajace. A
a=da,b=bic=¢
bkb
Jezeli kat i dwa boki zawarte w ramionach tego kata w jed-
nym trojkgcie majg miary rowne miarom odpowiednich bo-
kow i kata drugiego trojkata, to te trojkaty sa przystajace.
g =g b= ip=y Wb p=a'se=rif=7 lub
b=b,c=dia=a
kbk
Jezeli bok jednego trojkata i dwa katy lezace przy tym boku
maja miary réwne miarom odpowiednich katow i boku dru-
giego trojkata, to te tréjkaty sa przystajace.
a=d,y=y'if=p lub b=b,a=a"iy=y" lub
e man i
Przesuniecie rownolegte o wektor (translacja)
Przesuni¢ciem réwnoleglym (translacja) o wektor u nazywamy X
przeksztalcenie, w ktorym obrazem punktu X plaszczyzny jest [l
taki punkt X', ze XX' = . X
Obrazem prostej w przesunigciu o wektor jest prosta réwnolegta.
Przesunigcie o wektor nie zmienia odlegtosci migdzy punktami.

Symetria osiowa S,
Symetrig wzgledem prostej a (symetrig osiowa) nazywamy przeksztalcenie, w kto-
rym kazdemu punktowi X przyporzadkowany jest punkt X' lezacy na prostej prosto-
padtej przechodzacej przez punkt W, w tej samej odleglosci od W co punkt X, ale po
drugiej stronie prostej a.
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Punkty X i X’ sa punktami symetrycznymi wzgledem prostej a
wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione s3 réwnoczesnie nastepujgce
warunki:
a. prosta a jest prostopadta do odcinka XX, X W x
b. punkty X i X' leza po réinych stronach prostej 4, a
¢. $rodek odcinka XX'lezy na prostej a.
Jedli punkt nalezy do prostej a, to punktem symetrycznym do niego wzgledem tej
prostej jest ten sam punkt,
Symetria wzgledem prostej a nie zmienia odleglo$ci migdzy punktami.
O prostej méwimy, ze jest osig symetrii figury, gdy ta figura i figura do niej syme-
tryczna wzgledem prostej pokrywaja si¢.
Figure majaca 0§ symetrii nazywamy figura osiowosymetryczna.

Symetria srodkowa S,

Symetriag wzgledem punktu A (symetrig srodkowq) nazywamy
przeksztalcenie, w ktorym obrazem punktu X jest taki punkt X',
7e punkt A jest $rodkiem odcinka XX'.

Punkty X i X' nazywa si¢ punktami symetrycznymi wzgh;dem
érodka symetrii A. Symetria srodkowa wzgledem punktu A JESt
obrotem dokota punktu A o kat p6éipeiny.

Obrazem punktu A jest ten sam punk.

Obrazem prostej jest prosta do niej réwnolegta.

Figure f nazywamy $rodkowosymetryczna, jezeli istnieje punkt O taki, ze obrazem
tej figury w symetrii srodkowej wzgledem punktu O jest ta sama figura.

Jednokladnoé< i podobienstwo
Jednokladnoscia o érodku O i skali k # 0 nazywamy przeksztalcenie plaszczyzny,
ktére dowolnemu punktowi X plaszczyzny przyporzadkowuje punkt X' taki, Ze

=k-OX.
o)

0O k<0

Obrazem wektora 1 w jednoktadnosci o skali k jest wektor ku.

Jednoktadnoé¢ zachowuje wspoHliniowos¢ i uporzadkowanie punktéw.

Jednoktadnos¢ zachowuje rownolegloé¢ prostych.

Jednokladno$¢ przeksztalca kat w kat przystajacy.

Jednokltadnoé¢ o skali k, gdzie |k| # 1, zmienia odlegtos¢ punktéw, ale zachowuje
stosunek dtugosci odcinkéw.

Jednoktadnos¢ przeksztalca okrag w okrag.

Figury f,, f, nazywamy jednokladnymi, jedli istnieje jednokfadnosc przeksztalcajaca
jedna z tych figur na drugg.
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Podobienstwo
Podobiefistwem w skali k (k > 0) nazywamy przeksztatcenie plaszczyzny zmieniajg-
ce odlegtos¢ dowolnych dwoch punktéw w skali &, (przyporzadkowujgce punktom X,
Y plaszczyzny punkty X', Y’ w taki sposob, aby |X'Y'| = k|XY]).

Przeksztalcenie odwrotne do podobieristwa w skali k jest podobienstwem w skali % :
Dwie figury fif’ nazywamy podobnymi, co zapisujemy f~f', gdy istnieje podobien-

stwo przeksztalcajace jedna z tych figur na druga.
Pola figur podobnych w skali k s3 podobne w skali k2.

Cechy podobienstwa tréjkatow

bbb

Jezeli trzy boki jednego trojkata s3 proporcjonalne do trzech bokéw &
drugiego tréjkata, to te tréjkaty sa podobne. b ¢
a, b 2 e
a b

bkb

Jezeli dwa boki jednego tréjkata sa proporcjonalne do dwoéch bokow
drugiego i katy zawarte migdzy tymi bokami maja réwne miary, to te
trojkaty sa podobne.

G by S-Sig-p b S=Zia-a
a v a ¢ b

kk

Jezeli dwa katy jednego tréjkata majg miary rowne miarom dwach katéw drugiego
trojkata, to te trojkaty s3 podobne.

a=a'if=p lub y=yia=a lub g=piy=y

Twierdzenie Talesa
Twierdzenie

Jezeli ramiona kata przetniemy dwiema prostymi réwnoleglymi, to stosunek diugo-
éci odcinkéw wyznaczonych przez te proste na jednym ramieniu kata jest rowny sto-
sunkowi dtugosci odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na drugim
ramieniu tego kata.

loA] |oc]|
o8|~ |op|
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Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

Jezeli stosunek dhugoéci odcinkéw OA i OB, lezacych na jednym ramieniu kata, jest
réwny stosunkowi diugosci odcinkéw OC1i OD lezacych na drugim ramieniu kata, to
proste AC i BD sg réwnolegle.

Whioski z twierdzenia Talesa
Jezeli spelnione s zalozenia twierdzenia Talesa, to

loa] _lod| |04 _ |48 |oa] _]ac|

48~ |co[’ Joc|  [co] [oB| ~ s]

Najprostsze konstrukcje geometryczne

Symetralna odcinka AB

1. Zakreslamy tuki o rodkach w punktach A i B i promieniach “
tak duzych, aby sie te tuki przecigly. Punkty przecigcia fukow
oznaczamy, np. PiR.

2. Prowadzimy prostg PR.

Okrag opisany na tréjkacie ABC

1. Wyznaczamy symetralne dwoch bokéw tréjkata ABC. Punkt
przecigcia tych symetralnych oznaczamy, np. S.

2. Zakre$lamy okrag o $rodku w punkcie S i promieniu réw-
nym odleglo$ci tego punktu od dowolnego z punktow A, B, C.

Prosta réwnolegla do danej prostej przechodzaca przez dany

punkt P P

1. Zakreslamy huk o érodku w punkcie P i promieniu tak du- \A\b\
zym, aby ten tuk przeciat dang prosta w dwéch punktach.
Oznaczamy punkty przeciecia, np. A i B.

2. Zakre$lamy dwa ltuki: o érodku w punkcie P i promieniu
réwnym |AB| i tuk o érodku w punkcie A i promieniu |PB|
tak, aby si¢ przecigly. Oznaczamy punkt przecigcia tych tu-
kow, np. C.

3. Prowadzimy prostg PC.

Prosta prostopadla do danej prostej przechodzaca przez dany

punkt P P
1. Zakre§lamy luk o érodku w punkcie P i promieniu tak du- it
zym, aby luk ten przecigt dang prosta w dwoch punktach. B

Oznaczamy punkty przeciecia, np. A i B.
2. Wyznaczamy symetralng odcinka AB. Jest ona prostopadta
do danej prostej i przechodzi przez punkt P.
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Dwusieczna kata o wierzcholku P

1. Zakreslamy luk o $rodku w punkcie P i dowolnym promie-
niu tak, aby przecigt oba ramiona kgta. Oznaczamy punkty
przeciecia, np. A i B.

2. Zakreslamy dwa luki o $rodkach w punktach A i B i promie-
niu tak duzym, aby tuki te si¢ przeciglty. Oznaczamy punkt
przeciecia tych tukéw, np. C.

3. Prowadzimy prostg PC.

Okrag wpisany w tréjkat ABC

1. Wyznaczamy dwusieczne dwoch katow tréjkata ABC. Punkt
przecigcia tych dwusiecznych oznaczamy np. §

2. Wyznaczamy prostg prostopadia do dowolnego boku prze-
chodzacy przez punkt S. Oznaczamy punkt przeciecia tej
prostej z bokiem, do ktérego jest prostopadta, np. D.

3. Kreslimy okrag o $rodku w punkcie S i promieniu réwnym
|SD.

Prosta styczna do okregu w danym punkcie P

1. Zakreslamy tuk o $rodku w punkcie Pi takim promieniu, aby
przecigt si¢ z okregiem w dwoch punktach. Oznaczamy je,
np. AiB.

2. Prowadzimy prosta rownolegly do AB przechodzgcy przez
punkt P.

Prosta styczna do okregu przechodzaca przez dany punkt P

lezacy na zewnatrz tego okregu

1. Wyznaczamy symetralng odcinka SP, gdzie S jest $rodkiem
okregu.

Srodek odcinka SP oznaczamy np. O.

2. Zakreélamy okrag o $rodku w punkcie O i promieniu |OP|.
Oznaczamy punkty przeciecia tego okregu z okregiem da-
nym, np. A iB.

3. Prowadzimy proste AP i BP. To szukane styczne.

2]
[=+]
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TEORIA

Os liczbowa. Prostokatny uktad wspélrzednych na plaszczyinie
Os liczbowg wyznaczamy na prostej poprzez wybdr
punktu zerowego i jednostki oraz ustalenie dodatniego ASEERANEER
zwrotu. 4-3-2-101 2 3 4X

Liczbg x przyporzadkowang punktowi P na osi liczbowej nazywamy wspolrzedng
punktu P na tej osi.

T

| gy !
1 t t
W

Prostokatny (kartezjanski) uktad wsp6trzednych na
plaszczyznie to para prostopadlych osi o wspdlnym po-
czatku (0), nazywanym poczatkiem ukladu wspétrzed-
nych, oraz jednakowych jednostkach.

S

4322101 2 3 4
1

1-2

-4

Punkt
Na osi liczbowej Na plaszczyznie
Wspotrzedne punktu A =(x,), B = (x;) A= (x4 ¥, B=(xp 75
Odleglos¢  miedzy  [AB|=|x;-x,| = . 3
punktami A i B Z |AB| = \/(xn —x,) + (25 7,)
F (xs R ‘xA)
Wspolrzedne $rodka e iy 4
S odcinka AB S={ < B} S=[ 5 B:yA J/BJ
2 2 2
Prosta
Réwnanie prostej na plaszczyznie
Nazwa postaci Réwnanie Zalozenie Uwagi
ogdlna A tiBys G Ar4+B2>0
kierunkowa y=ax+ba=tga a #90° dotyczy prostej nachy-
lonej pod katem a do
osi OX
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Przypadki szczegolne réwnania prostej w postaci ogdlnej

Warunek Posta¢ rownania Polozenie proste;
B=0 C prosta réwnolegta do osi OY
e
oo SR
A=0 C prosta réwnolegta do osi OX
il
B
S R e
B=C=0 Ax=0,x=0 0§ OY
A=C=0 By=0,y=0 0§ OX

Spos6b wyznaczania réwnania prostej

Dane Réwnanie Zalozenia
— punkt P = (x,, y,) nalezacy do y = ¥ = alx = %), a # (2k + 1)90°,
prostej a=tga keC
_ miara kata nachylenia prostej
do osi OX
= Punktypli(xl’yl)’Pzz(xz’yZ) (J’ ) (yz_y1)(x X) Sl
nalezgce d tej F e e
alezgce do prostej 1 (xz = xl) t
~ punkt P(x, y,) nalezacy do Alx - %)) + By —y,) =0 A?+B*>0
prostej
— wektor [A, B] do niej prosto-
padly
Punkt i prosta
Odleglos¢ punktu P(xy, yo) od prostej o rownaniu ogélnym L Ax+By+C=0.
Ax, + By, +C
sy - T T |
A’ + B
Odleglos¢ punktu P(x;, ¥o) od prostej o réwnaniu kierunkowym [: y = ax + b.
ax, — y, +b
s, <=2
a’ +1
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E—

v

Proste rownolegle i prostopadie

Posta¢ kierunkowa Posta¢ ogolna
Réwnania prostych  [:y=ax+ b, lyAx+By+C =0
Liy=a,x+b, L:Ax+By+C,=0
Warunek réwnole- [ ||, < a,=a, L, < AB,-AB =0
glosci prostych
Warunek prostopa- [, L], < aa,=-1 L AL & ALK % BB =0
dlosci prostych

Odlegtos¢ dwoch prostych réwnoleghych to odlegloé¢ dowolnego punktu jednej pro-
stej od drugiej prostej. Jesli te proste s3 dane w postaci kierunkowej, to odlegtos¢

[, -]

Jl+a’

Jesli proste dane sg w postaci ogolnej I;: Ajx+B,y+C, =0orazl: Ax+B,y+C,=0,
lcz B C,|

JAP 5 B

Nieréwnosci pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

dwoch prostych réwnolegtych mozna obliczy¢ ze wzoru d(l;, 1,) =

to d(l,, 1) =

Nieréwnoscig pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi x i y nazywamy kazda
z nieréwnosci:

Ax+By+C>0,Ax+By+ C<0,Ax+By+C>0,Ax + By+ C<0, gdzie A, B, C
oznaczajg ustalone liczby takie, Ze A* + B? > 0, za$ x i ¥ s3 zmiennymi.

Wykresem nieréwnosci Ax + By + C > 0, gdzie A? + B? > 0 jest jedna z pélplaszczyzn
wyznaczonych przez prosta Ax + By + C = 0 wraz z tg prosta.

Wykresem nieréwnosci Ax + By + C <0 jest druga z tych pélplaszczyzn wraz z prosta.
W przypadku nieréwnoéci ostrych rozwigzaniem jest odpowiednia pétplaszczyzna
bez punktow nalezgcych do prostej, ktéra ja wyznacza.

AY AY
Ax+By+(?>0/ Ax+By+C=0/

VA /

Ax+By+C=0 Ax HBy+C<0

ek
=y

Uklady nieréwnosci pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
Ax+By+C >0 {A1x+Bly+Cl >0 {A1x+Bly+Cl >0

Kazdy z ukladow ) ; )
Ax+By+C, >0 |Ax+By+C,>0 |Ax+By+C, 20
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wktérych A, B, C, i € {1, 2} oznaczaja liczby dane takie, ze A?+B?>0,zadxiysy
zmiennymi, nazywamy uktadem dwéch nieréwnosci pierwszego stopnia z dwiema

niewiadomymi x i y. Tl
Zbiorem rozwiazan ukladu dwéch nieréwnosci pierw-

szego stopnia jest cze$¢ wspdlna potplaszezyzn bedacych

wykresem kazdej z nier6wnosci.

Zastosowanie graficznej metody rozwigzywania ukladu nierownosci liniowych
| do rozwiazywania zagadnien optymalizacyjnych (programowanie liniowe)
Metode mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia minimum lub maksimum pewnej funk-
cji liniowej dwéch zmiennych x, y, kiedy mamy do czynienia z ukladem nieréwnosci
liniowych okreslajacym warunki, ktére powinny spetniac te zmienne.

| Przyktad

Zmaksymalizuj zysk opisany funkcja Z(x, y) = 2x + 3y przy zadanych warunkach:
—x+y<3

! 3x+2y <16

x=0

y=0

Rozwigzanie graficzne

W jednym ukladzie wspotrzed-
nych sporzadzamy wykres kaz-
dej z nieréwnosci ukladu.

3%+ =160 Czeécia wspOlna jest wielokat
ABCD.

Funkcja Z osiaga warto$¢ mak-
S EE R YR symalng w jednym z wierz-

chotkéw tego wielokata.

-x+y-3=0 - {x =0 Wyznaczamy wsp6lrzedne

“x+y-3=0

{ punktow A, B, C, D, jako roz-

wigzania ukladéw réwnan,

3x+2y-16=0 X4 Y= a nastepnie obliczamy warto$¢

C D: 3x+2y-16=0 funkeji Z(x, y) = 2x + 3y w kaz-
dym z tych punktow.
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Punkt Z(x, y) =2x'+ 3y
A=(0,3) Z(0,3)=2.-0+3:3=9
B=(0,0) Z(0,00=2-0+3-0=0
C_{§,O] Z(2,5)=2-2+3.5=19

16 16 5 2
D=(2,5) 2(3 0):2'?”"0:?:105

o =19dlax=01¢=5

max

Maksymalny zysk mozemy uzyska¢ dlax =21y =5.

Okrag i kolo
AY

Réwnanie okregu o §rodku w punkcie S = (0, 0) i promieniu r / Ple)
ST R ?
i

(posta(': kanoniczna réwnania):

ok o i

Nieréwnos¢ opisujaca koto o srodku w punkcie § = (0, 0) i pro-
mieniu r:

Ll -

Réwnanie okregu o srodku w punkcie S = (a, b) i promieniu r
(postac kanoniczna réwnania):

(x-a)+(y-bp=r

Réwnanie ogolne okregu:

x2+ 92 - 2ax - 2by + ¢ =0, gdzie r =+/a’ + b’ —c.

Nieréwno$¢ opisujgca koto o $rodku w punkcie S = (a, b)
i promieniu r:

(x-ay+(y-bP=<rt

Wektory

Wektorem nazywamy uporzadkowang pare punktéw. Pierwszy z tych punktéw to
poczatek wektora, a drugi - koniec wektora. Poczatek A wektora AB jest punktem
zaczepienia tego wektora.

Wektor zerowy to wektor, w ktérym poczatek i koniec sie pokrywaja.

Kazdemu niezerowemu wektorowi przypisujemy kierunek, zwrot i dtugosé.

Kierunek wektora to kierunek prostej, na ktorej ten wektor lezy. Zwrot wektora AB

to ten zwrot prostej AB, w ktérym A poprzedza B. Dlugos¢ wektora to odlegtos¢
miedzy poczatkiem i konicem tego wektora.
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Dwa wektory sg rowne, gdy maja ten sam kierunek, zwrot i dtu-
gosc.

Wektory nazywamy przeciwnymi, gdy majg ten sam kierunek
i dtugosé¢, ale przeciwne zwroty.

Dziatania na wektorach

- =
Dane sg wektory v iw.

Jezeli chcesz skonstruowac sume wektorow vi w to: 3
- wybierz na plaszczyznie pocza[tkowy punkt konstrukeji P; s

- w punkcie P zaczep wektor v, P Tw

~ w koficu wektora v zaczep wektor W
— poprowadz wektor o poczatku w punkcie P, ktorego
koncem jest koniec wektora Ww.

Jezeli chcesz skonstruowac roznice wektoréw v i w, to: W
- wybierz na plaszczyznie pocza[tkowy punkt konstrukeji P; . 3
- zaczep w punkcie P wektor v; .

_ wkonicu wektora v zaczep wektor przeciwny do w;
— poprowadz wektor o poczqtku w punkcie P, ktérego

konicem jest koniec wektora - —w.

Iesh chcesz skonstruowaé wektor bedacy iloczynem liczby k przez niezerowy wek-
tor v, to narysuj wektor o dtugoéci réwnej iloczynowi liczby [k| i d}ugosa wektora
i 0 zwrocie wektora v, jesli k > 0 lub wektor o zwrocie przeciwnym dov, jeslik <0.

Wektory w ukladzie wspétrzednych

Wspoétrzedne (sktadowe) wektora AB AB =[xy - X4 Y3~ Va> U= (1, 1))
Diugosé wektora |AB| |AB]| = \j(xﬁ ) +(rs-.)
Dlugosc¢ wektora |Z| | = Ju? + u,

Wektor zerowy 0= [0, 0]

Suma wektorow E +v= [u, + v, u, + vy]
Roznica wektorow u-v=[u,-v,u, vy]
Iloczyn wektora u przez liczbe k k-u=ku, k]
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Wektory przeciwne to wektory, ktére majg ten sam kierunek i réwne dlugosci, ale
przeciwne zwroty. |

s,

~u=[~u, -u)

Dwa wektory s3 rowne, gdy maja ten sam kierunek, dtugo$c i zwrot.

- > .
Uu=v <= U, =v,1 My:Vy

Wzajemne polozenie wektoréw na plaszczyZnie

— -
Oznaczmy: u = [u,, uy], vi= [, vy]

Wektory réwnolegle u | Ve wy, —uy,=0
Wektory prostopadle uly e uy, +uy, =0
Przeksztalcenia
Przeksztalcenie Zapis symboliczny
Przesuniecie
T q]g s Y= e gy s q)
Symetria osiowa wzgledem
osi ukladu wspoétrzednych Sonlx, 1) =(x, =)
Soy Soy(xa y) = (-x, ,V)
Symetria srodkowa wzgledem
poczatku uktadu wspoélrzednych Solx, ¥) = (=x, —y), gdzie O = (0, 0)
So
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TEORIA

(Oznaczenia wystepujgce w tym rozdziale:

h - wysokoé¢ (lub dugosé wysokoéci) figury phaskiej
d - przekatna (lub dtugosé przekatnej) figury plaskie] lub bryly
7 — promien kota (podstawy walca lub stozka)

H - wysokosé (lub diugos¢ wysokogci) bryty

I - tworzaca stozka

P, - pole podstawy bryty

P, - pole powierzchni boczne] bryly

P_— pole powierzchni calkowitej bryly

R - promie kuli

V - objgto$é bryty

Wzajemne potozenie dwodch ptaszczyzn
Jezeli a jest plaszczyzng i B jest plaszczyzna, to:
plaszczyzny « i 5 s3 réwnolegle, gdy nie majg punktu wspolnego;
plaszezyzny a i p przecinajq si¢, gdy ich czeécia wspolng jest prosta;
plaszczyzny @ i pokrywaja sig (sa identyczne), gdy majg trzy punkty wspolne
nielezace na jednej prostej.
Plaszczyzna « jest prostopadta do plaszczyzny B, jezeli na plaszczyznie & lezy prosta
prostopadta do plaszczyzny B.

Wzajemne polozenie dwéch prostych
Jezeli a i b sg prostymi, to zachodzi jedna z mozliwo$ci:
istnieje plaszczyzna zawierajgca obie proste
proste a, b nie maj3 punktu wspolnego (s3 réwnolegle i rézne)
proste a i b maja jeden punkt wspolny (przecinajg si¢)
proste a i b pokrywaja si¢
lub nie istnieje plaszczyzna zawierajaca obie proste i proste aib s3 skosne.

Wzajemne polozenie prostej i plaszczyzny

Jezeli & jest plaszczyzng i a jest prosta, to zachodzi jedna z mozliwosci:
prosta a jest réwnolegla do plaszczyzny @, gdy ptaszczyzna aiprostad nie maj3
punktu wspdlnego;
prosta a przecina plaszczyzng o, gdy ich czescig wspolng jest punkt;
prosta a lezy na plaszczyinie  (prosta a sawiera sie w plaszczyinie ), gdy ich
czescig wspdlng jest prosta a.

Jezeli dwie ptaszczyzny s3 réwnolegte, to kazda prosta lezgca na jednej z tych plasz-
czyzn jest rownolegta do drugiej plaszczyzny.

Jezeli dwie proste s3 réwnolegle, to kazda plaszczyzna przechodzaca przez jedna
z tych prostych jest réwnolegta do drugiej prostej.

Jezeli prosta a jest réwnolegla do plaszczyzny @, to przez kazdy punkt ptaszczyzny @
przechodzi dokladnie jedna prosta rownolegta do a nalezaca do a.

Przez kazdy punkt przestrzeni przechodzi dokladnie jedna prosta rownolegta do da-
nej prostej.

Jezeli plaszczyzna i prosta s réwnolegle do pewnej plaszczyzny, 10 53 roéwnolegte

————————
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miedzy soba.
Prosta a jest prostopadta do plaszczyzny a, jezeli przecina jg i jest prostopadla do
kazdej prostej lezacej na plaszczyznie & i przechodzacej przez punkt przeciecia a i .

Rzut prostokatny na ptaszczyzne

Rzutem réwnoleglym punktu A na plaszczyzne « w kierunku prostej @ nazywamy
punkt przeciecia plaszczyzny a przez prosta réwnolegly do a przechodzacy przez
punkt A.

Przeksztalcenie przestrzeni przyporzadkowujace kazdemu jej punktowi jego rzut
réwnolegly nazywamy rzutem réwnoleglym.

Rzutem prostokatnym nazywamy rzut réwnolegly w kierunku prostopadtym do
plaszczyzny rzutowania.

Odlegtosc

Odlegloscig punktu od plaszczyzny nazywamy odleglosé tego punktu od jego rzutu
prostokatnego na te plaszczyzne.

Odlegloscia prostej a od plaszczyzny o do niej réwnolegltej nazywamy odlegloéé
dowolnego punktu tej prostej od plaszczyzny a.

Odlegloscia dwoch plaszczyzn réwnolegltych nazywamy odleglos¢ dowolnego
punktu jednej z tych plaszczyzn od drugiej ptaszczyzny.

Kat miedzy prosta i ptaszczyzna
Kat miedzy prosta a i plaszczyzng a to:
— kat prosty, jesli a jest prostopadta do «,
~ kat ostry utworzony przez prosta a i jej rzut prostokatny na plaszczyzne &, jedli a
przecina «,
- kat zerowy, jesli a zawiera si¢ w a.

Kat dwuscienny

Zbior punktéw przestrzeni utworzony przez dwie rézne pélplaszczyzny o wspélnej
krawedzi i jedng z dwdch czedci wycigtych z przestrzeni przez te potplaszczyzny na-
zywamy katem dwusciennym. Polplaszczyzny nazywamy $cianami kata dwuscien-
nego, ich wspdlng krawedz — krawedzig kata dwusciennego, figure wycieta z prze-
strzeni przez $ciany kata — wnetrzem kata dwusdciennego, a sume $cian i wnetrza
- obszarem kata dwusciennego.

Kat plaski otrzymany przez przeciecie kata dwusciennego plaszczyzng prostopadia
do jego krawedzi nazywamy katem liniowym kata dwusciennego. Miarg kata dwu-
$ciennego jest miara jego kata liniowego.
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Przekroje bryt

Przekréj bryly plaszczyzng jest to czeé¢ wspolna plaszczyzny i bryly. W niektorych

brytach mozna wyréznié szczegblne przekroje, na przyklad:

1) przekroj poprzeczny graniastostupalub ostrostupa to przekrdj danego graniasto-
stupa lub ostrostupa plaszczyzng rownolegly do podstawy;

2) przekroj osiowy walca lub stozka to przekroj plaszczyzng przechodzacy przez 0$
symetrii walca lub stozka;

3) przekroj przekatny graniastosfupa lub ostrostupa to przekroj plaszczyzng prze-
chodzaca przez dwie krawedzie nienalezace do jednej Sciany.

Graniastostup

Graniastostup jest to wieloscian, ktorego wszystkie wierzchotki leza na dwoch plasz-
czyznach réwnolegtych, zwanych plaszczyznami podstaw, i ktorego wszystkie kraweg-
dzie nielezace w plaszczyznach podstawy s3 réwnolegte.

W graniastostupie podstawy s3 wielokgtami przystaj acymi o bo-
kach odpowiednio réwnoleglych, a éciany boczne s3 réwnoleglo-
bokami.

Wysokos¢ graniastostupa jest to odcinek prostopadty do plaszczy-
zny podstaw zawarty miedzy tymi plaszczyznami.

Przekgtna graniastosiupa to odcinek faczacy dwa wierzchotki nie-
lezace na jednej $cianie.

P =2P,+P, V=p,+H

Graniastostup, ktérego podstawa jest n-katem, nazywamy graniastostupem n-katnym.

Graniastostup Graniastostup Graniastostup Graniastostup
trojkatny czworokatny pieciokgtny szesciokatny

Graniastostup nazywamy prostym, jezeli jego krawedzie boczne s3 prostopadte do
podstaw.

Sciany boczne graniastoslupa prostego s3 prostokgtami.

Graniastostup prosty nazywamy prawidiowym, jezeli jego podstawa jest wielokatem
foremnym. Sciany boczne graniastostupa prawidlowego s3 przystajace.

Prostopadloscian jest graniastostupem, ktérego wszystkie sciany s3 pro- LY

stokatami. ‘ "

V = abc d=Aa +b +c PC:2(ab+ac+bc) ?
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Szeécian jest to prostopadlodcian, ktorego wszystkie krawedzie sg
rowne.
V=a° P. =6 d=aV3

<

Ostrostup

Ostrostup jest to wieloscian, ktoérego jedna $ciana — zwana podstawa ostrostupa
~ jest wielokatem, a pozostate éciany — zwane $cianami bocznymi - s3 tréjkatami
o wspdlnym wierzchotku, zwanym wierzchotkiem ostrostupa.

Wiérod krawedzi ostrostupa rozrézniamy krawedzie podstawy i krawedzie boczne.
Wysoko$¢ ostrostupa jest to odcinek poprowadzony z wierzchotka ostrostupa pro-
stopadle do plaszczyzny podstawy.

Spodkiem wysokosci ostrostupa nazywamy rzut prostokatny wierzchotka na ptasz-
czyzne podstawy.

Spodek wysoko$ci moze leze¢ w obrebie podstawy lub poza nia. s
Wiszystkie $ciany boczne ostrostupa razem wzigte tworzg

powierzchnie¢ boczng ostrostupa.

Calkowita powierzchnia ostrostupa sklada si¢ z powierzchni

bocznej i podstawy ostrostupa.

1
P=P+P, V=P, H

Ostrostup nazywamy tréjkatnym, czworokatnym, pieciokgtnym, sze$ciokgtnym itd.,
zaleznie od liczby bokow jego podstawy.

Ostrostup nazywamy prawidlowym, gdy jego podstawg jest wielokgt foremny,
a spodek wysokosci lezy w srodku kota opisanego na podstawie.

Sciany boczne ostrostupa prawidtowego sg trojkatami réwnoramiennymi, przystaja-
cymi jeden do drugiego.

Piramida jest to ostrostup prawidtowy czworokatny.

Czworoscian foremny to ostrostup tréjkatny, prawidlowy, ktérego wszystkie krawe-
dzie (zardwno krawedzie boczne, jak i krawedzie podstawy) sg rowne.

Bryly obrotowe
Bryla obrotowg nazywamy bryle utworzong przez obrot figury plaskiej dokota osi
lezacej w plaszczyznie tej figury.

Walec

Walcem nazywamy bryte powstatg przez obrot prostokata dokota pro- o
stej zawierajacej jeden z bokéw prostokata. Dwa kota powstale przez

obrét tych bokéw prostokata, ktére s prostopadte do osi obrotu nazy-

wamy podstawami walca.
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Powierzchnia powstata przez obrot odcinka réwnolegtego do osi obrotu i niezawar-
tego w niej nazywa si¢ powierzchnig boczng walca. Promien podstawy walca nazy-
wamy promieniem walca.

Kazdy odcinek zawarty w powierzchni bocznej walca i taczacy obie podstawy na-
zywamy tworzacg walca. Tworzaca walca jest prostopadia do obu podstaw i rowna
wysokosci walca.

Przekrdj osiowy walca jest prostokgtem. Przekr6j poprzeczny jest kotem.

V=nr*-H p=2mr(H+r) P,=mr P, =2nrH

Stozek

Stozkiem nazywamy bryle powstaly przez obrét trojkata prostokatnego
dokola prostej zawierajace] jedna z przyprostokatnych. Koto powsta-
le przez obrét przyprostokatne] prostopadlej do osi obrotu nazywamy
podstawg stozka. Powierzchnia powstata przez obrot przeciwprostokat-
nej nazywa si¢ powierzchnig boczna stozka. Promieni podstawy stozka
nazywamy promieniem stoika.

Kazdy odcinek zawarty w powierzchni bocznej stozka i taczacy wierzcholek z podsta-
w3 nazywamy tworzaca stozka. Odcinek faczacy wierzcholek ze $rodkiem podstawy
nazywamy wysokoscig stozka.

Przekréj osiowy stozka jest trojkatem réwnoramiennym. Przekrdj poprzeczny jest
kotem.

1
V:gnr2~H ] =~H* +r° P,=n  P,=mul P =nr(l+r)

Kula

Kula o érodku O i promieniu R > 0 nazywamy zbidr wszystkich punk-

téw przestrzeni, ktorych odleglos¢ od danego punktu O jest mniejsza @
lub réwna R. Kula powstaje przez obrot pétkola dokota prostej, w kto-

rej zawarta jest $rednica tego poétkola.

Sfera (powierzchnig kuli) o $rodku O i promieniu R > 0 nazywamy

zbi6r wszystkich punktow przestrzeni, ktérych odlegtos¢ od danego punktu O jest
rowna R.

$rednica kuli to kazdy odcinek laczacy dwa punkty nalezace do sfery i przechodzacy
przez §rodek kuli (lub dtugosc takiego odcinka).

Przekroj kuli plaszczyzna przechodzacy przez jej $rodek nazywamy kolem wielkim
kuli. Inne przekroje kuli nazywamy kotami malymi.

vl P, = 4nR?
3
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Katy w graniastostupach
Graniastostup czworokatny Graniastostup tréjkatny
kat miedzy kat nachylenia kat miedzy kat nachylenia
przekatnymi przekatnej do przekatnymi przekatnej ciany
sgsiednich $cian plaszczyzny pod- | sasiednich §cian bocznej do pod-
bocznych wycho-  stawy bocznych wycho-  stawy
dzacymi z jednego dzacymi z jednego
wierzchotka wierzchotka
A Y
D
@
1

Graniastostup prawidlowy szeégiokqtny
kat miedzy najdtuzsza kat nachylenia krotszej kat migdzy sasiednimi
przekatna a krawedzig przekatnej do podstawy  $cianami bocznymi
boczng

L% .|
Katy w ostrostupach
Ostrostup czworokatny

kat miedzy prze-  kat nachylenia kat nachylenia kat miedzy §ciana-
ciwlegtymi krawe-  krawedzi bocznej  $ciany bocznej mi bocznymi
dziami bocznymi  ostrostupa do do plaszczyzny

plaszczyzny pod-  podstawy

stawy
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’7 Ostrostup trojkatny
kat §ciany bocznej  kat nachylenia kat nachylenia kat miedzy $ciana-
przy wierzchotku  krawedzi bocznej  $ciany bocznejdo  mi bocznymi
ostrostupa do podstawy podstawy ostro-
stupa
Katy w walcach i stozkach

kat nachylenia kat rozwarcia
przekatnej przekro-  stozka

ju osiowego walca

do plaszczyzny

podstawy

e

kat nachylenia two-
rzacej stozka do jego
wysokosci

kat nachylenia
tworzacej stozka
do plaszczyzny

podstawy
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TEORIA

Elementy statystyki

Statystyka opisowa zajmuje si¢ zagadnieniami zwigzanymi z gromadzeniem i pre-
zentacjg danych oraz badaniem wlasnoéci populacji na podstawie wiasnosci pobie-
ranych prob losowych.

Statystyka matematyczna zajmuje si¢ modelami matematycznymi uzywanymi do
badania zjawisk masowych, a w szczegdlnosci szacowaniem rozkladu (parametrow
rozktadu) badanej cechy na podstawie danych z proby losowej oraz weryfikacjg hi-
potez statystycznych.

Podstawowe pojecia statystyki opisowej

Statystyka jest nauka badajaca zjawiska masowo zachodzace w otaczajacym nas
$wiecie. Statystyka opisowa zajmuje si¢ zagadnieniami zwigzanymi z gromadzeniem
i prezentacja danych oraz badaniem whasnoéci catej populacji na podstawie informa-
cji 0 jej czedci (probie losowej).

Statystyka matematyczna zajmuje si¢ tworzeniem modeli matematycznych opisujg-
cych badane zjawiska masowe w celu oszacowania rozkladu jakiej$ cechy na podsta-
wie pobranych danych lub w celu osgdzenia, czy mozna przyjaé, czy trzeba odrzucié
sformulowane wczeéniej przypuszczenie.

Dane statystyczne moga mie¢ charakter opisowy (jako$ciowy) lub ilociowy. Mogg
tez by¢ ciagle (np. wiek) lub skokowe (np. liczba ocen niedostatecznych).

Formy prezentacji danych

Dane statystyczne przedstawia si¢ w postaci tabel, tablic, opisu lub form graficznych
prezentujgcych wielkosci - jako pionowe lub poziome odcinki na osiach wspoOlrzed-
nych; za pomoca powierzchni figur ptaskich (stupki, kota) z rownoczesnym zasto-
sowaniem koloru; za pomoca prostych obrazkéw lub latwych do podzielenia zna-
kéw graficznych, wyrazajacych okreslong liczbe jednostek lub za pomoca wykresow
w uktadzie wspdtrzednych, np. histogramy oraz wykresy liniowe.

Przyklady

— s
Wykres kotowy Oceny
Koto przedstawia 100% danych. Wykres kolowy mE
stuzy do pokazywania rozmiaru elementéw two-
rzacych serig danych proporcjonalnie do sumy |k
elementéw. Na wykresie jest uwzgledniana za- D 4
wsze tylko jedna seria danych, a jest on uzywa- EEE:
ny, gdy trzeba zwrdci¢ uwage na istotny element s
danych. ]
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Wykres stupkowy poziomy oty
Prostokgty ulozone réwnolegle jeden nad dru- | s«

gim, o bokach pionowych réwnej dltugosci, a bo- gruiE,
kach poziomych proporcjonalnych do przed- | list =h [ frekwencja

[ frekwencja
indywidualna

stawianej liczby. Wartosci uporzadkowane sg | Pt =—=} klasy
" 'y . : : wize )
poziomo, aby ulatwic ich poréwnywanie. Mozna — ‘
w ten sposob przedstawiac kilka serii danych, 0 >0 160
Histogram 50/
Podobny do wykresu stupkowego pionowego, | 40/ nie ma przerw
ale miedzy prostokatami nie ma przerw, a dane | 301
sg pogrupowane w klasy. Podstawa kazdego | 2] dane
‘1 . . 104 pogrupowane
stupka ma szerokos¢ przedzialu danej klasy. Sa

dobra metoda przedstawiania danych o charak-
terze ciaglym, jak wzrost, waga, wiek.

15
6-10
11-15|
16-20

[an]
21425\_|

Srednie
Jezelix),x,,x;, ..., x, jest ciggiem danych surowych (nieuporzadkowanych, niepogrupo-

. o + + sk
wanych), to mozemy obliczy¢ srednig arytmetyczng zwykla: x = LA iy

n
: : b . . o n
Mozna tez obliczyc srednig harmoniczng zwykla: x, = T -
— 4+ —+at—
xl x2 ‘xn
oraz {rednig geometryczng: x, = dxl WL N oL AT L A )

sa liczbami dodatnimi.
Dla dowolnych dodatnich x,, x,, x;, ..., x, prawdziwa jest nieréwnos¢ x; <x, <x.
Jezeli dane uporzadkujemy i pogrupujemy w k klas zawierajacych elementy

X, Xy, Xgy - Xy, KtOTYCh liczebno$¢ wynosi odpowiednio ny, 1y, 115, ..., 1y, to mozemy

X < F o, M F b o

obliczy¢ $rednig arytmetyczna wazong: x =
no+n, +..tn,

Mediana

Mediang (M) nazywamy liczbe, ktéra rozdziela zbior danych x,x,, x,, ..., x, na takie

dwie czgsci réwne liczebnie, ze w pierwszej znajduja si¢ dane mniejsze od mediany,

w drugiej za$ wigksze od niej. Zalézmy, ze wartoéci x,,x,,%;, ..., x,, s3 uporzadkowane

tak,ie x, 25, <x,<..2x,

Jezeli n jest liczbg parzysta, to mediang obliczamy jako srednig arytmetyczng dwéch

1
liczb $rodkowych: M = E(xn +x J
2 2
Jezeli n jest liczbg nieparzysta, to mediana jest réwna wartosci srodkowej: M = x ..

2

391




KOMPENDIUM

Moda (dominanta)
Moda, czyli dominanta jest to warto$¢, ktorg spotyka sie najczesciej w zbiorze danych. ‘

Nazywa si¢ ja réwnieZ wartoscig modalng. Jezeli w zbiorze danych wystepuje wigce]
takich liczb, to taki rozklad danych nazywamy wielomodalnym.

Odchylenie przecigtne liczb x;, x;, x5, ..., X,, jest érednig arytmetyczna bezwzgled-
nych wartoéci odchylefi warto$ci poszczegdlnych danych x od ich sredniej arytme-

tycznej x.

a(x) = 2~ A+ ey 7|+ = 7]+ b =)

Wariancja
Wariancja 62 liczb x,x,,X;, ..., X, jest to §rednia kwadratéw odchylen od ich $redniej ;

arytmetycznej X.

oo (% - x) +(x, —9?)2 +o+(x, —?c)2

n

Jezeli dane s3 uporzadkowane i pogrupowane w k klas zawierajgcych elementy x;,,,
X3 s X3, KtOrych liczebnosc wynosi odpowiednio 71,, 11y, 13, ..., 1y, to wariancje obli-
czamy ze WZoru

52 _(xl —5)2-n1+(x2—5)2-n2+...+(xkﬁ§)2.nk

D A (8

Wariancje czesto obliczamy jako réznicg migdzy érednia kwadratow danych a kwa-
dratem ich éredniej.

2 2 2 2 2 2
xP4x ..+ x — x on+x 0 +.t+x 0 -
o> =2 2 ” —(x) b ogrl=2 L "2 2 L *(x)

n 1 iy e Y
(w przypadku danych pogrupowanych)

Odchylenie standardowe
Odchyleniem standardowym ¢ nazywamy pierwiastek kwadratowy z wariancji.
Obliczamy ze wzoru

o \/(Tcl ~x) +(x - x) + 4z, -x) _ \[xﬁ +x, et x)] -5}

n "

lub (dla danych pogrupowanych)

~ (xl—ﬁ_c)z-nﬁr(xz#i)z-n2+...+(xk—§)2‘nk_
- LR e -
L xEem ) m et x o (7Y
- noAn, N '
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Dziatania na zbiorach

Moc zbioru skoniczonego A to liczba jego elementéw. Oznaczamy |A|.

Suma

Element x nalezy do sumy dwdch zbioréw A i B wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do co
najmniej jednego z tych zbioréw. Zapisujemy: x e AUB< xe Alubx e B.

Jezeli mamy dane dwa zbiory roztaczne A i B, tzn. takie zbiory, ktére nie majg zad-
nego elementu wspolnego (symbolicznie piszemy: A N B = ), to zachodzi réwnoséc
|A U B|=|A| +|B|.

Jesli zbiory A i B nie sa roztaczne, to |A U B| < |A| + |B|.

Jesli znamy liczbe elementéw czesci wspdlnej, to mozemy obliczy¢ liczbe elementéw
sumy zbioréw: |A U B| = |A| + |B| - |A N B|.

Element x nalezy do sumy zbioréw A,, A,, ..., A, wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do co
najmniej jednego z tych zbioréw. Zapisujemy: x nalezy do sumy, oznaczanej symbolem
A UA,U ... UA,, wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do zbioru A, lub nalezy do zbioru
A, lub nalezy do zbioru A, i tak dalej, az do zbioru A, co zapisujemy:
xeAjUA,U..UA, & xeAlubxeAub...lubxe A,

Iloczyn

Element x nalezy do iloczynu dwdch zbioréw A i B wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy
do obu tych zbioréw. Zapisuyjemy: x e ANB < xeAixeB.

Element x nalezy do iloczynu zbioréw A,, A,, .., A,, oznaczanego symbolem
A, M A, N o A, wiedy i tylko wtedy, gdy nalezy do kazdego z tych zbiorow:
XeANAN..NA, & xeAd ixeAi.ixeA,

Jesli kazde dwa zbiory sposrdd zbioréw A, A,, ..., A, sa rozlaczne, to méwimy, ze te
zbiory sa parami rozlaczne.

Elementy kombinatoryki

Kombinatoryka zajmuje si¢ wyznaczaniem liczby elementéw zbioréw skonczonych
utworzonych zgodnie z okre§lonymi zasadami. Jesli elementy zbioru sg wypisane, to
tatwo mozemy znalez¢ ich liczbe. Kiedy zbidr jest podany w formie bardziej skompli-
kowanej, to nie jest oczywiste, ile ten zbiér ma elementéw. Zadaniem kombinatoryki
jest konstruowanie - spetniajgcych pewne okre$lone warunki - odwzorowan jednego
zbioru skoficzonego w drugi oraz znajdowanie wzoréw na liczbe tych odwzorowan.

Podstawowe pojecia, ktorymi postuguje si¢ kombinatoryka

Zbiér {x,, x,, ..., x,,} oznacza zbiér o elementach x,, x,, ..., ,,. Zaden zbiér nie zawiera
dwdch identycznych elementdw, to znaczy kazdy element traktujemy tak, jakby wy-
stepowat tylko jeden raz, a kolejno$¢ elementow zbioru nie ma znaczenia.

Zapis (a,, a,, ..., a,) oznacza ciag skonczony o n wyrazach a,, a,, ..., a,. Kolejno$¢
ustawienia wyrazow w ciagu jest bardzo wazna. Jesli zmienimy kolejno$¢ wyrazow
w ciggu, to otrzymamy inny ciag. Ciag moze zawiera¢ wyrazy identyczne lub nie.

Silnia n! oznacza iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n.
nl=1.2-3-..:n
0l=1
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Regula dodawania i mnozenia
Elementarnymi metodami kombinatoryki, czgsto stosowanymi intuicyjnie, s3 tzw.
reguly (zasady) mnozenia i dodawania.

Regutla (zasada) mnozenia

Jezeli wynik wyboru zalezy od podjecia obu sposréd dwoch decyzji, przy czym
pierwsza mozna podja¢ na n sposobdw, a druga na m sposobdw, to takiego wyboru
mozna dokonaé na m - 11 sposobow.

Jezeli wynik wyboru zalezy od podjecia wszystkich sposréd k decyzji, przy czym
pierwsza z nich mozna podjaé na #, sposobéw, drugg na n, sposobdw, ..., k-tg na n
sposobéw, to takiego wyboru mozna dokonaé na n, - 11, ... 1, Sposobow.

Regula (zasada) dodawania

Jezeli wybor polega na podjeciu jednej z k decyzji, przy czym pierwszq z nich mozna
podja¢ na n, sposobow, drugg na n, sposobow, ..., k-ta na n; sposobow, to takiego
wyboru mozna dokonaé na #, + 1, + ... + n; sposobow.

Zasada wlaczen i wylaczen dla trzech zbiorow
Liczba elementéw sumy trzech zbioréw wyraza si¢ wzorem:
JAUBUC|=|A|+|B|+|Cl-|]AnB|-|[ANC|-[BNC|+|AnBNC|
Wz6r ten nosi nazwe zasady wlaczen i wylaczen lub wzoru wigczen i wylgczen. Na-
zwa ta bierze sie stad, ze liczbe po prawej stronie otrzymujemy, ,,wlaczajac” do niej
trzy liczby |A|, |B| i |C], potem ,wylaczajac” z niej liczby |A " B|, |[A N C[i[B N (]|
i wreszcie ,,wlaczajac” do niej liczbe |A m B m C|. Dlaczego trzeba tak zrobi¢? Li-
czac elementy sumy A U B U C, policzyliémy najpierw elementy zbioru A, potem
elementy zbioru B i elementy zbioru C. Otrzymane liczby dodali§my. Mamy wynik
|A| + |B| + |C|. Jezeli zbiory nie sa roztgczne, to nicktore elementy liczylismy dwu-
b krotnie, np. jesli x € A M B, to element x byl policzony raz jako element zbioru A i raz
' jako element zbioru B. Nalezy wigc odja¢ od wyniku kazdy iloczyn dwoch zbiorow:
|A " B|,|]A N C|i|Bn C|. Jeieli x byt elementem wszystkich zbioréw, to najpierw byl
policzony trzykrotnie: raz jako element zbioru A, raz jako element zbioru B i raz jako
element zbioru C. Potem trzykrotnie policzyliémy go jako element zbioréw A M B,
A N CiBn C, wiec go trzykrotnie usunelismy. Trzeba wigc jeszcze raz go dodac. Stad
wynika, ze do wyniku nalezy dodac liczbe |A ™ B ™ C| i w ten sposéb otrzymujmy
prawg strong wzoru.

g

Zasada wlaczen i wylgczen: przypadek czterech zbiorow

|AuBuUCUD|=|A|+|B| +|C| +|D| +
—|AnB|-]AnC|-|AnD|-|BNC|-|BNnD|-|CnD|+
+|ANBNC|+|AnBND|+|[AnCND|+|BNCND|+
-|[AnBNnCn D).

W tym przypadku, a takze w przypadku wigkszej liczby zbiorow zastosowana jest

nastepujaca regula doboru znakow po prawej stronie wzoru wlaczen i wytaczen.

Liczby elementéw zbiorow (|A|, |B|, |C|, |D|) s3 brane ze znakiem ,+7, kazdy iloczyn

dwéch zbioréw bierzemy ze znakiem ,,—”, kazdy iloczyn trzech zbioréw bierzemy ze
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znakiem ,,+”, kazdy iloczyn czterech zbioréw ze znakiem ,,—” i tak dalej, az do wy-
czerpania wszystkich mozliwosci.

Permutacje, wariacje i kombinacje

Kombinatoryka odpowiada na pytanie, ile da si¢ zbudowac¢ odwzorowan okreslone-
go rodzaju z dostepnych elementéw. Wyrézniamy trzy rodzaje takich odwzorowan:
permutacje, wariacje i kombinacje.

Wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie pewnego zbioru skonczonego na siebie
nazywamy permutacja.

Liczba sposobow, w jaki mozna ustawic n elementéw w cigg, jest rowna
nl=1-2.3....-n

Kazde takie ustawienie takze nazywamy permutacja.

Ciag k-wyrazowy utworzony z réznych elementéw n-elementowego zbioru nazywa-
my k-elementows wariacja bez powtdrzen. Wazna jest kolejnos¢ elementdw, a ele-
menty nie moga si¢ powtarzac.

n!

(n—k)!

n i k s3 dodatnimi liczbami naturalnymi takimi, ze k < n.

Liczbe takich ciggéw obliczamy ze wzoru

=n-(n-1)-...-(n—k+1), gdzie

Uwaga: Poniewaz k-wyrazowy ciag elementéw zbioru n-elementowego jest permuta-
cja dowolnego k-elementowego podzbioru tego zbioru, w informatyce (komputery,
kalkulatory) oraz w niektérych krajach UE w ogoéle nie uzywa si¢ nazwy wariacja,
tylko k-elementowa permutacja zbioru n-elementowego.

Niech A, A, ..., A,, beda zbiorami o odpowiednio k,, k,, ..., k,, elementach.
Liczba ciggéw m-elementowych, takich e pierwszy element jest z A, drugi z A,, ...,
m-tyz A,,jestrowna k- k,-..-k,.

Wariacjag m-elementowa z powtoérzeniami zbioru k-elementowego nazywamy
kazdy m-wyrazowy cigg elementow tego zbioru. Liczba takich ciggdw jest rowna
kik sk = k™

|
m razy

Kombinacja k-elementowa zbioru n-elementowego nazywamy kazdy k-elemento-

wy podzbior tego zbioru (k < n). Liczba wszystkich takich kombinacji jest réwna
ni n! _ el 1) (= 2) (= ki 1)
k) kl-(n—k) k!

bami naturalnymi takimi, ze k < n. W tym przypadku kolejnos¢ wyboru elementow
nie ma znaczenia,

, gdzie n i k s3 dodatnimi licz-

n
Uzyty tutaj symbol {k} nazywa si¢ symbolem Newtona.
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Rachunek prawdopodobienstwa

Doséwiadczenie losowe. Zdarzenie losowe

Doéwiadczeniem losowym nazywamy doswiadczenie, ktére moze by¢ powtarzane
w jednakowych lub zblizonych warunkach i ktérego wynik nie da si¢ przewidziec
jednoznacznie.

Doséwiadczenia losowe moga by¢ jednoetapowe (np. rzut monetg, rzut kostka do gry,
strzal do celu) lub wieloetapowe (np. kilkukrotny rzut monets, losowanie kolejno
kilku kul z urny, losowanie urny, a nastepnie kuli z wybranej urny).

Wynik doswiadczenia losowego nazywamy zdarzeniem losowym.

Najprostsze wyniki do$wiadczenia losowego nazywamy zdarzeniami elementar-
nymi.

Zbiér wszystkich zdarzen elementarnych danego doéwiadczenia losowego oznacza-
my ) i nazywamy przestrzenia zdarzen elementarnych.

Kazde zdarzenie losowe jest zbiorem pewnej liczby zdarzen elementarnych. Zdarze-
nie elementarne, ktére jest elementem zbioru A, nazywamy zdarzeniem sprzyjajgcym
zdarzeniu A. Liczbe wszystkich zdarzen elementarnych danego do$wiadczenia loso-
wego oznaczamy |Q[.

Liczbe wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A oznaczamy |Al.

Zbior Q jest tzw. zdarzeniem pewnym; zbior pusty jest zdarzeniem niemozliwym.

Jezeli dla do$wiadczenia losowego Q[ = 7, to liczba wszystkich zdarzen losowych
tego doswiadczenia jest rowna 2%

Dziatania na zdarzeniach

Méwimy o sumie zdarzen A, B, gdy zachodzi co najmniej jedno ze zdarzen A, B, tzn. gdy
sachodzi zdarzenie A lub zachodzi zdarzenie B (oznaczamy A B).

Toczyn zdarzen A, B zachodzi wtedy, gdy jednoczeénie zachodzi zdarzenie A i zda-
rzenie B (oznaczamy A M B).

Méwimy o réznicy zdarzen A, B, gdy zachodzi zdarzenie A i nie zachodzi zdarzenie B
(oznaczamy A — B).

Zdarzenie przeciwne do A zachodzi, gdy nie zachodzi zdarzenie A (oznaczamy A’).
Zdarzenia A, B wykluczaja sie, gdy zdarzenie A M B jest zdarzeniem niemozliwym
(AnB=0Q).

Zdarzenie A pociaga zdarzenie B, gdy z zajécia zdarzenia A wynika zajécie zdarze-
nia B (oznaczamy A C B).

Czestoéé wzgledna zdarzenia A

Jezeli pewne doswiadczenie zostalo powtorzone # razy, w wyniku czego zdarzenie A

: k » .
zaszlo k razy, to iloraz — nazywamy czestoscig wzglednag zdarzenia A.
n

Prawdopodobienstwo

Niech Q bedzie przestrzenig zdarzen elementarnych pewnego do$wiadczenia loso-
wego. Prawdopodobienstwem nazywamy funkcje, ktora kazdemu zdarzeniu A te]
przestrzeni przyporzadkowuje liczbe P(A) spelniajaca warunki:

—

—
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- prawdopodobienstwo  zajscia P(A)=0
dowolnego zdarzenia A jest
liczba nieujemna; |
- prawdopodobienstwo  sumy Jezeli A M B =, to P(A U B) = P(A) + P(B). \‘
dwoch zdarzen wykluczaja-
cych sie jest rowne sumie praw-
dopodobienstw tych zdarzen; |

— prawdopodobiefistwo zdarze- P(Q)=1
nia pewnego jest rowne 1.

Wilasnoéci prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A
- o . ;s PA) =1
jest liczba nie wigkszg od jednosci.

Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwe-

go jest rGwne zero. P() =0

Prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego

do A jest rowne roznicy liczby 1 i prawdopo- P(A)=1-P(A)
dobienstwa zajscia zdarzenia A.

Jezeli zdarzenie A pociaga zdarzenie B, to

prawdopodobienstwo zdarzenia A jest nie Jezeli A = B, to P(A) < P(B).
wigksze niz prawdopodobienstwo zdarzenia B

Prawdopodobienstwo ~ sumy  dowolnych
dwach zdarzen A, Bc Q jest rowne sumie
prawdopodobienstw tych zdarzen pomniej-
szonej o prawdopodobienstwo ich iloczynu.

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A " B)

Prawdopodobienstwo ~ sumy  dowolnych
dwéch zdarzen A, B< Q nie jest wieksze od P(A W B) £ P(A) + P(B)
sumy tych zdarzen.

Twierdzenie o klasycznej definicji prawdopodobienstwa

Niech Q bedzie skoniczonym zbiorem wszystkich zdarzen

elementarnych pewnego doswiadczenia losowego. Jezeli wszystkie

zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne, to prawdo-
‘ podobienistwo dowolnego zdarzenia A < € jest réwne stosunkowi
liczby zdarzeni elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A do liczby
wszystkich zdarzen elementarnych.

_lAl

Adl=1a)

Obliczanie prawdopodobienistwa za pomocg drzewa prawdopodobienstwa
Za pomoca drzewa mozna przedstawia¢ przestrzen wynikow doswiadczenia przebie-
gajacego etapami.
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Przyklad 1. Doswiadczenie jednoetapowe
ﬂ\ Z urny zawierajacej 3 kule biale, 2 niebieskie i jedng zielong wy-
1 losowano jedna. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze bedzie to kula

30 3
6 & - biata lub zielona?
@ Prawdopodobiefistwa wszystkich wynikéw daja w sumie 1. Kazdy
wynik odpowiada na tym drzewie pewnej galezi. Prawdopodo-
biefistwo, ze wylosowana bedzie kula biafa lub zielona, jest réwne sumie prawdopo-
dobienstw zaznaczonych na poszczegélnych galeziach.

3 4
W tym wypadku P = g+g

Przyklad 2. Doswiadczenie wieloetapowe

/\ W woreczku znajdujg sie ziarna fasoli biale
A 7 i czarne. Losujemy dwa razy bez zwracania. Jakie
/10 10\ 1 losowanie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowane ziar-
na beda roznych kolorow, jezeli byto 10 ziaren,

9% % w tym 3 biate?

%)
=R RN

2 Drzewo obok ilustruje przebieg dos$wiadcze-

6
2 \ /9 7\ Illosowanie nia dwuetapowego. Pierwszy etap to losowanie
@ @ @ @ pierwszego ziarna. Drugi etap to losowanie ziarna
ze zbioru, w ktérym jest o jeden element mnie;j.
Kolorem czerwonym zaznaczono istotne galezie drzewa. Prawdopodobienstwu zda-
rzenia polegajacego na tym, ze wylosowano najpierw ziarno biale, a potem czerwone,

3
odpowiada iloczyn o 5 Prawdopodobienstwu zdarzenia polegajacego na tym, ze
7 3
najpierw wylosowano ziarno czarne, a potem biale, odpowiada iloczyn o Aby

otrzymaé prawdopodobienistwo szukanego zdarzenia, musimy obliczy¢ sumg tych

; ; 3 7 F 8
iloczynéw: P= —-—+ — - —.
10 9 10 9

Prawdopodobienstwo warunkowe

Jezeli A i B sg zdarzeniami losowymi zawartymi w tej samej

przestrzeni zdarzen elementarnych Q i P(B) > 0, to praw-

dopodobienstwem warunkowym zdarzenia A pod warun- P(A|B) = g (A N B )
kiem, ze zaszlo zdarzenie B, nazywamy stosunek prawdopo- P(B)
dobienstwa iloczynu zdarzen A i B do prawdopodobienstwa

zdarzenia B (oznaczamy P(A|B)).
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Prawdopodobienstwo iloczynu

Jezeli A i B sg zdarzeniami losowymi zawartymi w tej sa-

mej przestrzeni zdarzen elementarnych Qi P(A) > 0, to

pr.awdopodobieﬁs.t\éro ich .iloczynu jest rowne ilo’czyno- P(A ~ B) = P(A) - P(B|A)
wi prawdopodobienstwa jednego z tych zdarzen przez

prawdopodobienistwo warunkowe drugiego zdarzenia

pod warunkiem, ze zaszlo pierwsze zdarzenie.

Prawdopodobienstwo calkowite

Jezeli zdarzenia A, B, B,, ..., B, sa podzbiorami tej samej przestrzeni zdarzen ele-
mentarnych spetniajgcymi warunki:

1. BUB,U..UB,=Q,

2. P(B)>0,gdzie i €{1,2,..,n}

3. BB =0 dlai#j,gdziei,je{1,2,..,n},

to zachodzi wzér P(A) = P(A|B,) - P(B,) + P(A|B,) - P(B,) + ... + P(A|B,) - P(B,)
zwany wzorem na prawdopodobienstwo catkowite (zupetne).
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TEORIA

Granica funkgji

Niech f bedzie funkcja okreslong na pewnym podzbiorze zbioru liczb rzeczywi-
stych X (f: X — R). Rozwazac bedziemy przewaznie takie funkcje, ktérych dziedzing
X bedzie przedziat liczbowy lub suma przedziatéw. Rozpatrzmy ciag (x,), ktorego
kazdy wyraz nalezy do zbioru X, czyli cigg argument6w funkcji. Obliczajgc wartosci
funkcji dla kolejnych argumentow: f(x,), f(x,), - f(x,), ..., otrzymamy cigg wartosci
funkciji.

Granica funkcji w punkcie
Funkcja f ma w punkcie x, granicg g, co zapisujemy lim f(x) = g jezeli dla kazde-

go ciagu (x,) zbieznego do x,, ktérego wyrazami sg argumenty funkcji rézne od x;,
odpowiadajacy mu cigg wartoéci funkeji f(x,) dazy do g przy n dazacym do nieskor-
czonosci.

Gdy badamy istnienie granicy funkcji w punkcie x,, nie interesuje nas wartosc funk-
cji w punkcie x,. Punkt ten nie musi nalezec do dziedziny funkgji f. Interesujg nas
natomiast wartoéci funkcji dla argumentéw znajdujacych sig na osi liczbowej na lewo
i prawo od punktu x;, tzn. w przedziale (x, - 1, %,) lub (x;, x, + r) dla pewnego r > 0
(tzw. sgsiedztwie punktu x,). Jezeli to sgsiedztwo jest puste, to nie mozemy zdefinio-
wac granicy.

Zapis lim f(x) = g oznacza, Ze wartosci tej funkcji s3 dowolnie blisko liczby g; o ile

%

argumenty, ktérym te wartoéci odpowiadaja, s3 dostatecznie blisko liczby x,.

Dla dowolnie matej liczby s > 0 istnieje takie r > 0, ze pr
jezeli 0 < |x — x| <7, to [f(x) - gl <. i
g+s e
g-s
s | S

Granice jednostronne
Funkgja f: X —> R ma w punkcie x, granice lewostronna g, co zapisujemy

lim f(x)= g, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (x,) argumentéw funkgji
o wyrazach mniejszych od x;, zbieznego do x,, ciag wartoéci funkdji f(x,) dazy do g
przy n—» .
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Funkcja f: X — R ma w punkcie x, granice prawostronng g, co zapisujemy
lim f(x) = g, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciggu (x,) argumentéw funkeji

o wyrazach wigkszych od x,, zbieinego do x,, ciag wartosci funkeji f(x,) dazy do g
P['ZY 1 —> 0.

Jezeli w punkcie x, istnieje granica lewostronna i prawostronna funkeji f i obie s3
réwne g, to funkeja f ma w punkcie x, granice réwna g.

Granica niewla$ciwa funkcji w punkcie

Funkcja f: X — R ma w punkcie x, granice niewlasciwg —co, jedli dla kazdego ciggu
(x,), zbieznego do x,, ktérego wyrazami s3 argumenty funkcji rézne od x,, odpowia-
dajgcy mu cigg wartoéci funkeji f(x,) dazy do —co przy n —» co.

lim f(x) = —0

Funkgja f: X — R ma w punkcie x, granice niewladciwg +oo, jedli dla kazdego ciggu
(x,), zbieznego do x,, ktérego wyrazami sg argumenty funkeji rozne od x,, odpowia-
dajacy mu ciag wartoéci funkeji f(x,) dazy do +oo przy n — .

lim f(x) = o

X=Xy
Analogicznie mozna zdefiniowaé jednostronne granice niewlasciwe.

Granica funkcji w nieskonczonosci
Funkgja f: (-0, ) — R ma w minus nieskoriczonosci granice g wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego ciagu (x,), takiego, ze x, € (-, a) 1 x, = —o0, gdy n — oo, cigg
wartosci funkeji f(x,) dazy do g przy n — .

lim f(x)=g

Funkcja f: (a, ) — R ma w plus nieskoriczonoéci granice g wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego ciagu (x,), takiego, ze x, € (a, ) i x, — o, gdy n —> o, cigg wartosci
funkeji f(x,) dazy do g przy n — .

limf(x)=g

Granica niewlaéciwa funkcji w nieskonczonosci

Funkcja f: (—o0, @) — R ma w minus nieskoriczonoéci granicg niewtasciwg —co wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (x,), takiego, ze x,, € (-0, @) i x, = -0, gdy
n — oo, ciag wartoéci funkgji f(x,) dazy do —oo, gdy 11— oo.

lim ) =

Funkgja f: (-0, @) = R ma w minus nieskoniczonosci granice niewlasciwg +oo wte-
dy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (x,), takiego, ze x, € (-0, a) i X, = 0, gdy
n — oo, cigg wartosci funkgji f(x,) dgzy do +oo, gdy n — oo.

lim f(x) =

x=3—0
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Analogicznie mozna zdefiniowa¢ granice niewtasciwe w plus nieskonczonosci.

Wiasnosci granic funkgcji

Jezeli funkcje fi g maja w punkcie x, granice, to:

lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x) f(x) lim f(x)

S 4 % lim =0 ,gdy lim g(x) =0
lim (f(x) = g(x)) = lim f(x) - lim g(x) =% g(X) }1_230 g(x) 2%

lim (C - f(x)) = l}lll f(x) li_r)n (f(x) . g(x)) = }Lm f(x)- li_{n g(x)

X=X,

Symbole nieoznaczone
Jezeli granice pewnych funkcji sg rowne: —oo, 0, 1, +0, to moze zdarzy¢ sie sytuacja,

N : ; . o .0 o ;
w ktorej obliczanie granicy prowadzi do wyrazen postaci: 5 ot 0%, oc?, 0 - oo. Takie
<0

wyrazenia nie sa dobrze okreslone, bo granice w takiej sytuacji mogg by¢ rézne. Dla-
tego nazywamy je nieoznaczonymi.

Twierdzenie o trzech funkcjach
Jezeli f(x) <g(x)<h(x) i lim f(x) = l_im h(x) = G, to lim g(x) = G.

Wartosci granic niektérych funkeji
Dla kazdego wielomianu W(x) i kazdej liczby rzeczywistej x, prawdziwa jest row-
noéé: lim W(x) = W(x,).

X=Xy

Niech funkcja f bedzie funkcja wymierng taka, ze f(x) = V;—(? gdzie W(x) i P(x) sg
x

wielomianami, przy czym x, nalezy do dziedziny funkgji f. Wtedy lim f(x) = f ().

Twierdzenia o granicach niewlasciwych funkcji

Jezeli lim f(x) =+, to lim

X—-#XU x—)xn f(x)

Jezeli lim f(x) = -o0, to lim =0.
XXy X%, f(x)

Jezeli lim f(x)=01if(x) > 0w zbiorze (x; -, x,) W (Xg Xy + 1), to lim 0 =,
A-HXy L3 X

Jezeli lim f(x) =0 if(x) <0 w zbiorze (x5 — 15 %)\ (%5 %, + 1), to lim % = 00,
XXy e X

Jezeli lim f(x) = i ¢>0, to lim¢f(x) =co.
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Jezeli lim f(x) = i c<0,to lim ¢f (x) = —o0.

X=Xy XXy

Jezeli lim f(x) =0 1 0< gy wixy-1 x,) U (% X + 1), to lim f(x)g(x) =oo.

I‘)Xu

Jezeli lim f(x) =00 i g(x) <0w(x—1, x,) U (X %o+ 1), to lim f(x)g(x) = —oo.

JCA)IO

Asymptoty pionowe

Prosta 0 réwnaniu x = @ nazywamy asymptotg piono-
wa lewostronng wykresu y = f(x) wtedy i tylko wtedy,
gdy funkcja fjest okreslona w pewnym przedziale (a - 1, a)

i lim f(x) =—oo0 lub lim f(x) = .

x—a”

y = flx)

o

Prostg o rGwnaniu x = @ nazywamy asymptotg pionow3a
prawostronna wykresu y = f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy
funkgija f jest okreslona w pewnym przedziale (a, a + 1)

i lim f(x) = -0 lub lim f(x) = .

X=ra

Jezeli prosta x = a jest jednoczeénie asymptotg pionowa
lewostronng i prawostronng wykresu y = f(x), to nazywa-
my ja asymptotg pionowg obustronng tego wykresu.

YA

Asymptoty ukosne i poziome

N : ;

Prostg o rownaniu y = ax + b, a# 0, nazywamy asymptota
ukoéna lewostronng wykresu y = f(x) wtedy i tylko wtedy,
gdy funkgja f okreélona jest w pewnym przedziale (-, c)

i lim (f(x)—(ax+b))=0.

Prosta o réwnaniu y = ax + b, a#0, jest asymptota ukosng

lewostronng wykresu y = f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
fx)

niejg granice wlaciwe a = lim ——

x—F=0
i b= lim (f(x) - ax).

xX—»=—00

/=0
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Prosta o rtéwnaniu y =ax + b, a # 0, nazywamy asymptotg | ¥4 R
ukosna prawostronna wykresu y = f(x) wtedy i tylko wte-
dy; gdy funkcja f okrelona jest w pewnym przedziale (d, )

i lim(f(x) — (ax + b)) ='()..
Prosta o réwnaniu y=ax+b, a # 0, jest asymptotg ukosna

prawostronng wykresu y = f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy
f(x)

istniejg granice wlasciwe a = lim——

X—0 x
i b= lim (f(x) - ax).

X—»00

Jezeli prosta y=ax+b, a #0, jest jednoczesnie asymptota uko$ng prawostronna i le-
wostronng wykresu y = f(x), to nazywamy j3 asymptota uko$na obustronng tego
wykresu.

‘ Jezeli funkcja f okreslona jest w pewnym przedziale YA

(-0,¢) i lim f(x) = b, to prosta y = b nazywamy

asymptota pozioma lewostronng wykresu y = f(x). y=fix) /
ORE

Jezeli funkcja f okreslona jest w pewnym przedziale | Y1

(d, ©) i limf(x) = b, to prosty y = b nazywamy =

asymptota poziomga prawostronng wykresu y = f(x).

Jezeli prosta y = b jest jednocze$nie asymptota pozio- L4
l ma prawostronng i lewostronng wykresu y = f(x), to
fl nazywamy ja asymptota poziomg obustronng tego
l: wykresu.

=)

Ciagtosc funkgji

Niech fbedzie funkcja okreslong na pewnym podzbiorze zbioru liczb rzeczywistych
X (f X — R). Funkja f jest ciagla w punkcie x;, zbioru X wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego ciagu (x,), zbieznego do x,, ktérego wyrazami s3 argumenty funkcji b
odpowiadajacy mu cigg wartoéci funkeji f(x,) dazy do f(x,).

Jezeli w punkcie x, zbioru X istnieje granica, to funkcja jest cig-
gta w tym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy granica ta jest rowna
wartosci f(x,).

lim f(x) = f(x,)

Kazdy punkt, w ktérym funkcja jest ciagta, nazywamy punktem ciaglosci funkji.
Funkcja ciagla w kazdym punkcie zbioru X nazywamy funkcjg ciagly w zbiorze X.
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Twierdzenia o funkcjach cigglych
Suma, roznica i iloczyn funkeji cigglych w punkcie x, s3 ciggte w punkcie x,.

Jezeli funkgje f(x) i g(x) s ciggle w punkeie x, oraz g(x,) # 0, to funkcja [f—gx—ﬂ jest
g X

ciggta w punkcie x;.

Funkcje wielomianowe, wykladnicze, logarytmiczne i trygonometryczne sg ciggle
w kazdym punkcie, w ktorym s okreslone.

Jezeli funkcja f(x) jest ciagla w przedziale domknigtym {(a, b), to funkcja przyjmuje
kazda warto$¢ posrednia miedzy wartosciami przyjmowanym na koncach tego prze-
dziatu.

Jezeli funkcja f(x) jest ciagla w przedziale domknietym {a, b) i f(a) - f(b) <0, to
istnieje taki punkt x, € (a, b), Ze f(x) = 0.

Pochodne funkcji

Iloraz réZnicowy

Niech fbedzie funkcjg okre$long na przedziale (a, b), x, € (a, b),a Ax# 0 liczbg
taka, ze X, + Ax € (a, b). llorazem réznicowym funkcji f w punkcie x, dla przyrostu
Ax nazywamy stosunek przyrostu wartos$ci funkcji Ay do przyrostu argumentu Ax.
Ay _ f(x0 +Ax]—f(xu)

Ax Ax

Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego

Ay _ f(x0+Ax)—f(x0)

YA

sieczna

Iloraz r6Znico jest | fix, Ay
réwny tangensowi kata, jaki tworzy z osig OX sieczna
wykresu funkcji f przechodzgca przez punkty foa]

A = (x5 fxp)) 1 B =(x,+ Ax, flx, + Ax)), czyli wspol-
czynnikowi kierunkowemu tej siecznej.
Ay
tgo = —=
s

L |

Interpretacja fizyczna ilorazu réinicowego

Jezeli P jest punktem materialnym poruszajacym sic w przedziale czasu od £, do
t, + At, a droga s (t), ktora pokonuje, jest funkcja czasu, to iloraz réinicowy

A s(t, + At)—slt
Ki = (& Az ( 0) przedstawia predkos¢ érednig tego punktu w czasie od ¢,

do t, + At.
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Pochodna funkcji w punkcie

A X, +Ax)— flx
Granice wlaéciwg ilorazu roznicowego E’V = f( - ” ) f( 0) ,gdy Ax — 0, na-
X

d
zywamy pochodna funkcji fw punkcie x, i 0oznaczamy symbolem f* (%) lub é (xo )
+ Ax) -
fr(xo) — 111'1'1 f(‘xﬂ ) f(xo)

Ax—0 A_x

Flxg+ Ax)— f(xﬂ)
Ax
cja fma pochodng w punkcie x, lub ze jest rézniczkowalna w tym punkcie.

i i . s f(x0+Ax)_f(xo) b B ; : i s ;s
Jezeli granica Al}cm " nie istnieje lub jest niewlasciwa, to méwimy,
=0 X
7e funkcja f nie ma pochodnej w punkcie x, lub ze nie jest rézniczkowalna w tym
punkcie.

Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie x,, to jest w tym punkcie ciggla.

Jezeli granica lim istnieje i jest wlasciwa, to mowimy, ze funk-
Ax—0

Interpretacja geometryczna pochodne;j

Warto$¢ pochodnej f'(x,) w pewnym punkcie x; jest
réwna tangensowi kata, jaki tworzy z osig OX stycz-
na do wykresu funkeji f w punkcie A = (x,, f(x,)),
czyli wspolczynnikowi kierunkowemu tej styczne;.
tga = f'(x,)

Réwnanie stycznej do wykresu funkcji y = f(x)
w punkcie A = (x,, f(x,)) dane jest wzorem:
y—y,=f"(x,) (x— ) lub y=ax+b, gdzie a =f'(x,)
i b=y,- % f(x)-

. Interpretacja fizyczna pochodnej
Jezeli P jest punktem materialnym poruszajacym si¢ w przedziale czasu
od t, do t, + At, a przemieszczenie s(t) jest funkcjg czasu, to granica wiasciwa ilorazu

As
roznicowego A przedstawia predkos¢ chwilowg tego punktu w chwili £,

ds As
v,=5'(t,) = —(t,) = lim—
=) dr(") ai-0 At
Pochodna jako funkcja

Jezeli funkcja f ma pochodng w kazdym punkcie pewnego zbioru X, to funkcje f',
ktora kazdemu elementowi x € X przyporzadkowuje f'(x), nazywamy funkcjg po-
chodng funkgji f w zbiorze X. Funkcje f nazywamy wtedy funkcja rézniczkowalng
w zbiorze X.
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Pochodne funkcji elementarnych
Niech a, b, ¢ beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi, r dowolng liczbg rzeczywisty
rézng od zera.

f Funkcja Pochodna Funkcja Pochodna W
Fo)=¢ R =0 flx)=ax* +bx+c flx)=2ax+b w
f(x) =ax+b f(x0) =a =2, x20 ==
x X

(x)=x" {oc= e = Jx, x>0 e
flx) =x fl)=r f(x) X f'(x) S

| B

Twierdzenia o dzialaniach na pochodnych
Jezeli funkcje fi g sa rozniczkowalne w zbiorze X, to:

() +go)) =) +gx)  (f0) -g) =f'(x)-gk) (- fx))=c ()

f(x)}': fx)g(x) - g f (%)
g(x) g (x)

(flx) - g(x))'=f"(x) - g(x) + g'(x) - f(x) ( ,gdy g(x)#0

Zastosowanie pochodnej do badania monotonicznosci funkcji

Zalézmy, ze funkcja f ciggla w przedziale domknigtym (a, b) ma pochodng f" we-

wnatrz tego przedziatu. Wtedy:

- jezeli f'(x) = 0 dla kazdej liczby rzeczywistej x z przedziatu (g, b), to funkcja f jest
stala w (a, b);

— jezeli f'(x) > 0 dla kazdej liczby rzeczywistej x z przedziatu (a, b), to funkcja jest
rosngca w (a, b);

~ jezeli f'(x) < 0 dla kazdej liczby rzeczywistej x 2 przedziatu (a, b), to funkgja jest
malejaca w (a, b).

Druga pochodna funkeji

Jezeli funkcje f jest rézniczkowalna i f” jest rézniczkowalna, to funkcje pochodna
funkcji f'(x) nazywamy druga pochodng funkji f(x) i oznaczamy symbolem f"(x).
£60) = (F )

Interpretacja fizyczna drugiej pochodnej
Jezeli P jest punktem materialnym poruszajacym si¢ w przedziale czasu od £, do f, + At,

d
a przemieszczenie s(f) jest funkcjg czasu oraz predkosé¢ v(t) = s'(f) = d—i, to przy-

spieszenie a tego punktu w chwili £, jest rowne pochodnej predkosci, czyli drugie;
pochodnej funkgji s(£) w chwili .
dv d’s

a=v(t)= E(tg) = ?(to) = 5"(t,)
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Ekstrema funkcji

Funkcja fma w punkcie x, € D; maksimum lokalne YA
(whadciwe) f(x,), jezeli istnieje taka liczba r > 0, ze dla fx) maksimum
kazdego argumentu funkcji x z przedziatu '

(x, - 1, x, + 7) zachodzi nieréwnos¢ f(x) < f(x,).

Funkgja f ma w punkcie x, € D; minimum lokalne ¥4
(wlasciwe) f(x,), jezeli istnieje taka liczba r > 0, ze dla
kazdego argumentu funkgji x z przedziatu

(x, — 1 x, + r) zachodzi nierdwnos¢ f(x) > f(x,). ;
7)) EEEREEEEEE

Maksima i minima lokalne nazywamy ekstremami lokalnymi.

Warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji
Jezeli funkcja f ma w punkcie x, ekstremum i jest w tym punkcie rézniczkowalna, to
=0

Warunek dostateczny istnienia ekstremum funkcji

Pierwszy warunek dostateczny istnienia ekstremum funkcji

Jezeli istnieje taka liczba r > 0, ze funkcja f mapochodna f'w przedziale (x, -7, x,+ 1)
f'(x) <0, jesli x € (x,—r,x,)

orazq f'(x) =0, jedli x = x, ,
f'(x) > 0, jesli x € (x4, %,+7)

to funkcja f osigga w punkcie x, minimum lokalne.

Jezeli istnieje taka liczba r > 0, ze funkcja f mapochodng ' w przedziale (x; - 7, x, + 1)
f(x) >0, jedli x € (x,— 7, x,)

oraz4 f'(x) =0, jeslix = x; .
f'(x) <0, jesli x € (x,, x,+ 1)

to funkcja f osigga w punkcie x, maksimum lokalne.

Drugi warunek dostateczny istnienia ekstremum funkcji

Jezeli istnieje taka liczba r > 0, ze funkcja f ma pochodng f'w przedziale

(x, - 7, x, + r) i pochodna f" w punkcie x, orazf'(x,) = 01if"(x,) > 0, to funkcja f
osiaga w punkcie x, minimum lokalne.

Jezeli istnieje taka liczba r> 0, ze funkcja f ma pochodng f’ w przedziale

(x, - 1, x, + ) i pochodng f” w punkcie x, oraz f'(x)) = 0if"(x,) <0, to funkcja f
osigga w punkcie x, maksimum lokalne.
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y

Maksimum (minimum) lokalne nie musi by¢ wartoécig najwicksza (najmniejszg)
funkeji f. Poza pewnym otoczeniem punktu, w ktorym istnieje maksimum (mini-
mum), funkcja moze przyjmowac wartoéci wigksze (mniejsze).

Etapy badania przebiegu zmiennoéci funkcji
I Analiza ogdlnych whasnosci funkcji
. Wyznaczenie dziedziny Dy funkeji
. Okreélenie szczegolnych whasnosci funkeji (parzystos¢, nieparzystosc, okreso-
wos¢)
« Wyznaczenie granic funkcji f nakoncach przedzialow okreslonosci i ewentu-
alnie asymptot wykresu funkcji
o Wyznaczenie punktow przecigcia wykresu funkcji f z osiami ukladu wspot-
rzednych
Il Analiza pierwszej pochodnej funkeji
« Wyznaczenie zbioru, w ktérym f jest rozniczkowalna
« Obliczenie pierwszej pochodnej funkcji
« Wyznaczenie miejsc zerowych pierwszej pochodnej i przedziatow, gdzie po-
chodna jest dodatnia i ujemna (przedziatow monotonicznosci funkcji)
. Wyznaczenie ekstremow lokalnych funkcji
I1I. Ewentualnie analiza drugiej pochodnej funkcji
TV. Sporzadzenie tabelki i narysowanie wykresu funkcji.

437




