LOGIKA

Zdanie. Zaprzeczenie zdania

Definicja 1. ‘ _
Zdaniem (w logice) nazywamy wypowiedZ oznajmujaca, 0 ktorej mozemy powie-
dziet, ze jest prawdziwa albo falszywa.

Definicja 2.

Zaprzeczeniem zdania p nazywamy zdanie ,nieprawda, Ze p” i oznaczamy —p;
zaprzeczeniem zdania prawdziwego jest zdanie fatszywe; zaprzeczeniem zdania
fatszywego jest zdanie prawdziwe.

Definicja 1. o )
Koniunkeja zdan p oraz g nazywamy zdanie ,p iq"ioznaczamy.pAq;
koniunkcja dwoch zdan jest prawdziwa tylko wtedy, gdy oba tworzace ja zdaniasa |

prawdziwe.

Méwiac inaczej: koniunkcja dwoch zdan jest fatszywa tylko wtedy, gdy co najmniej jed-

no zdanie ja tworzace jest falszywe.
°

A — A

‘ Definicja 2. N ) |
| Alternatywa zdan p oraz g nazywamy zdanie ,p lub " i oznaczamy.p v @,
|altematywa dwéch zdar jest prawdziwa wtedy, gdy co najmnie] jedno ze zdan ja

Ltworzacych jest prawdziwe.

Inaczej méwiac: alternatywa dwéch zdan jest fatszywa tylko wtedy, gdy oba tworzace ja

zdania sa fatszywe.
lvb — v

Implikacja. Réwnowaznos¢ zdan.
Definicja. Twierdzenie

Definicja 1. )
Implikacja o poprzedniku p i nastepniku g nazywamy zdanie ,jeSli p, to g" i ozna-
czamy ,p = q"; implikacje¢ uznajemy za prawdziwa wtedy, gdy paprzedni’k i na-
stgpnik sa prawdziwe oraz wtedy, gdy poprzednik jest falszywy (wowczas
nastepnik moze by¢ prawdziwy lub falszywy). )

Definicja 2.

Réwnowaznos$cia zdan p oraz g nazywamy zdanie ,p wtedy i tylko wtedy, gdy q"
i oznaczamy ,p <> q"; rownowaznos¢ dwoch zdan uznajemy za prawdziwa tylko
wtedy, gdy tworzace ja zdania majg te samg warto$¢ logiczna, tzn. oba s3 praw-

dziwe lub oba s3 falszywe.
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Prawa logiczne. Prawa De Morgana

Definicja 1. ‘ _
Prawem logicznym (prawem rachunku zdan) nazywamy taki schgmat zdania
ztozonego, dla ktorego zdanie utworzone wedlug tego schematu_lest zZawsze
prawdziwe, niezaleznie od warto$ci logicznych zdaf w nim wystepujacych.

Symbolicznie prawo zaprzeczenia alternatywy zapisujemy tak:

~(pvq) < [(-p) ~ (-q)] (I prawo De Morgana)

Prawo to wypowiadamy nastepujaco: zaprzeczeniem alternatywy dwach zdan jest
koniunkcja zaprzeczen tych zdan.

Symbolicznie prawo zaprzeczenia koniunkeji zapisujemy tak:
-(prq@) = [(-p) v (—q)] (1l prawo De Morgana)

Prawo to wypowiadamy nastepujgco: zaprzeczeniem koniunkcji dwoch zdan jest
alternatywa zaprzeczen tych zdan.

Kolejne prawa réwniez dotycza koniunkcji i alternatywy. Pierwsze cztery prawa
intuicyjnie sa oczywiste.

(pvq) < (gvp) (przemienno$¢ alternatywy)
((pvgq)vr] < [pv(gvr)] (tacznosé alternatywy)
(prg) © (gap) (przemienno$¢ koniunkji)
[(prg)ar] < [pa(gan))] (tgcznos¢ koniunkcji)

[pAalgvr)] < [(paq)v(par)] (rozdzielnosc koniunkdi wzgledem alternatywy)
[pvigan] © [(pvg)a(pvr)] (rozdzielno$¢ alternatywy wzgledem koniunkcji)

Pierwsze to prawo przechodnio$ci implikacji:
(p=aAr@=n]=@E=7)

Kolejne prawo logiczne to prawo zaprzeczenia implikacji:
(p=q) = (Ar-q)

Jesli implikacje p = g nazwiemy implikacja prosta, to implikacje:
qg=>p nazwiemy implikacja odwrotna

—p=>—q nazwiemy implikacja przeciwng

—q =»—p  nazwiemy implikacja przeciwstawna.
Mamy nastepujace prawa:

(p=q)<=(—-q=-p) (réwnowaznoscimplikacji prostej i przeciwstawnej)
Na mocy tego prawa zdanie: ,Jesli rozwigzatem duzo zadan z matematyki, to bytem
dobrze przygotowany do pracy klasowej” jest rownowazne zdaniu: ,Jesli nie bytem

dobrze przygotowany do pracy klasowej, to nie rozwigzalem duzo zadan z mate-
matyki”.

(g=p) = (-p=>-q) (réwnowaznos¢ implikacji odwrotnej i przeciwnej)

UWAGA: Implikacja prosta (p = q) i odwrotna (¢ = p) nie sg réwnowazne.
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DZIAtANIA NA ZBIORACH

- s ® o+ a - s o

Definicja 1.
Zbiory A i Bsaréwne (co oznaczamy A = B) wtedy, gdy kazdy element nalezacy do
zbioru A nalezy do zbioru Bikazdy element nalezacy do zbioru Bnalezy do zbioru A.

Definicja 2.

Zbior A jest podzbiorem zbioru B (co oznaczamy A < B) wtedy, gdy kazdy element
zbioru A jest elementem zbioru B.

Zbior A jest podzbiorem wlasciwym zbioru B wtedy, gdy Ac BiA«B.

Element ¢ ZBIOR

Natomiast zawieranie si¢ zbiorow jest zaleznoscia miedzy zbiorem a zbiorem.

z8I6R <« ZBIOR

Definicja 3.
Suma zbioréw A oraz B (oznaczenie A U B) nazywamy zbi6r tych elementow,
ktére naleza do zbioru A lub do zbioru B.

Zapis symboliczny: xeAUB < (xeAvxeB)
@B . O OB
AUB AUB

Elementnalezy do sumy zbioréw, je$li nalezy co najmniej do jednego z tych zbioréw.
suma zbioréw — U

Definicja 4.
Réznica zbiorow A oraz B (oznaczenie A - B albo 4 \ B) nazywamy zbidr tych ele-
mentow, ktére naleza do zbioru A i nie naleza do zbioru B.

Zapis symboliczny: xeA-B < (xeAaxgB)
€ e
A-B A-B=A

f

Definicja 5.

Czescig wspélng (iloczynem) zbioréw A oraz B (oznaczenie A M B) nazywamy

Bhiér tych elementdw, ktore nalezj jednoczesnie do zbioru A i do zbioru B.

Zapis symboliczny: xedAnB < (xeAaxeB)
@B . AO O
AnB AnB=9

Aloczyn zbiorow — N
Zbiory A i B nazywamy zbiorami rozigcznymi wtedy, gdyA n B=2.
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i Definicja 6.

Niech A bedzie dowolnym zbiorem w przestrzeni U, A < U.

Dopeinieniem zbioru A w przestrzeni U (oznaczenie A’, czytaj: ,A prim”) nazy-
wamy zbior tych elementow przestrzeni U, ktore nie naleza do zbioru A.

Zapis symboliczny: xed < (xeUnxgA)

u
0 C
Element nalezy do dopelnienia zbioru A wtedy, gdy nalezy do réznicy U - A.

Latwo zauwazyé, ze zbior i jego dopetnienie sa roztaczne (A N A" = &) oraz ze ich
suma jest cala przestrzenig (A U A’ = U).

Definicja 1. _ ' -
Forma zdaniowa zmiennej x nazywamy wyrazenie, w ktorym wystgpuje zmien-
na x i ktére staje sie zdaniem logicznym po zastapieniu X nazwg pewnego ele-
mentu.

Definicja 2.
Rozwigzaniem réwnania z jedng niewiadoma x nazywamy kazda liczbe rze-
czywistg, ktora spetnia to réwnanie.

- |

Definicja 3.

Rozwigza¢ rownanie z jedng niewiadoma to wyznaczy¢ zbior wszystkich liczb
spelniajacych dane rownanie lub wykazaé, ze nie istniejg liczby spetniajace to
réwnanie,

Definicja 3.
Réwnaniem sprzecznym nazywamy rownanie, ktérego nie spetnia zadna liczba
nalezaca do dziedziny réwnania.

[-Definicja 4.
| Réwnaniem tozsamos$ciowym nazywamy réwnanie, ktore jest spetnione przez
' kazda liczbe nalezaca do dziedziny tego rownania.
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Przedzialy

Definicja 1.
Przedzialem otwartym o koricach a, b (a < b) nazywamy zbior wszystkich liczb
rzeczywistych, ktore s wigksze od a i jednocze$nie mniejsze od b.

Zapis symboliczny:
(a, b) =0 {x:xeRna<x<b}
Na osi liczbowej przedzial otwarty zaznaczamy nastepujgco:
o -

a b

Definicja 2.

Przedziatem domknietym o koticach a, b, (a < b) nazywamy zbiér wszystkich
liczb rzeczywistych, ktore sa nie mniejsze od a (czyli wigksze od a lub réwne a)

i jednoczesnie nie wieksze od b (czyli mniejsze od b lub réwne b).

Zapis symboliczny:
(a, b) g {x:xe Rra<x<b}

Na osi liczbowej przedzial domkniety zaznaczamy tak:

a b

Y

{a, b) - przedziat lewostronnie domknigty (nazywany tez prawostronnie otwartym).

& O >
> O >

a b
W przedziale tym najmniejszg liczba jest a, nie ma za to liczby najwigkszej.
(a, b) - przedzial lewostronnie otwarty (nazywany tez prawostronnie domknietym).

Pt -
O > »

a b

Definicja 3.
Przedzialem lewostronnie otwartym nieograniczonym nazywamy zbidr
wszystkich liczb rzeczywistych wiekszych od a.

Zapis symboliczny:
(a, +0) - {:xe Rax>a}
z del.
Przedzial ten zaznaczamy na osi liczhowej tak:

~

a
Podobnie definiuje sie nastepujace przedziaty nieograniczone:
{a, +) - przedzial lewostronnie domknigty nieograniczony

A J

&

a

A J

(-0, a) - przedzial prawostronnie otwarty nieograniczony

O
>

a

Y

(-, @) - przedzial prawostronnie domkniety nieograniczony

a

b
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Rozwiazywanie prostych nieréwnosci

Definicja 1. ’
Rozwigzaniem nieréwnosci z jedng niewiadoma x nazywamy kazdg liczbe rze-
czywista, ktora speinia t¢ nier6wnosc.

Definicja 2.

Rozwiazaé nieréwnos¢ z jedng niewiadoma x to wyznaczy¢ zbiér wszystkich
liczb spetniajacych dang nieréwnos¢ lub wykazad, Ze nie istniejg liczby speiniajace
te nieréownosc.

Definicja 3.

Nierownos$cig tozsamos$ciowa nazywamy nieréwnos¢, ktora jest speiniona

przez kazda liczbe nalezaca do dziedziny tej nieréwnosci.

-
Definicja 4.
Nieréwnoscia sprzeczna nazywamy nieréwno$¢, ktérej nie spetnia zadna liczba
nalezgca do dziedziny tej nieréwno$ci.

Pﬂklad 6.

Dziedzina nieréwnosci x*+ 5 < 0 jest zbidr liczb rzeczywistych, D=R.

Ale nie istnieje liczba rzeczywista, ktéra by spetniata te nieréwno$¢. Warto$¢ lewej
strony nieréwnoéci dla dowolnej liczby rzeczywistej nigdy nie jest ujemna (wyjas-
nij dlaczego). Nierowno$é x* +5 < 0 jest sprzeczna.

Zbiér rozwigzan nieréwnoéci jest zbiorem pustym.

Pr_zzklad 7.

Wyznaczymy zbiér rozwigzan nieréwnosci x* < 0.

Dziedzina nieréwnosci jest zbior liczb rzeczywistych, D =R.
Nier6wnos$é x* < 0 ma taki sam zbiér rozwiazan jak alternatywa
xX*<0vx=0

Nierdwnos¢ x* < 0 jest sprzeczna. Natomiast rownanie x = 0 jest spetnione tylko
przez jedna liczbe 0. Alternatywa dwéch zdai jest prawdziwa, gdy co najmniej jed-
no zdanie jest prawdziwe:
02<0 v 0=0 (alternatywa prawdziwa)
wdanie falszywe  zdanie prawdziwe
Ostatecznie tylko liczba 0 speinia nieréwno$¢ x* < 0.
7Zbiér rozwigzan tej nierownosci jest jednoelementowy: {0}.
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Zbior liczb naturalnych

Przypomnijmy, zbi6r liczb naturalnych to zbiér N= {0, 1, 2, 3, ..}.

o o = o, E ®

Definicja 1.

Liczba naturalna n jest podzielna przez liczbe naturalng m rézna od zera wte-
dy, gdy istnieje taka liczba naturalna k, ze n=m - k. Liczbe m nazywamy dzielnikiem
liczby n, za$ o liczbie n méwimy wdwczas, ze jest wielokrotnos$cig liczby m.
Fakt, ze m jest dzielnikiem liczby n, oznaczamy: m|n.

Definicja 2.

Liczba pierwsza nazywamy kazda liczbe naturalna n wigksza od 1, ktérej jedyny-
mi dzielnikami s3 1 oraz n.

Liczba zlozong nazywamy kazdg liczbe naturalnag n wigksza od 1, ktdra nie jest
liczbg pierwsza.

Liczbe zlozong mozna rozlozyé na czynniki pierwsze, tzn. przedstawi¢ ja w postaci
iloczynu liczb pierwszych. Przedstawienie to nazywamy rozkladem liczby na
czynniki pierwsze. Okazuje sie, ze jest tylko jeden spos6b rozktadu danej liczby na

Twierdzenie 1. (cechy podzielnosci liczb naturalnych)
Dowolna liczba naturalna jest:
podzielna przez 2 <> cyfrg jednosci tej liczby jest 0, 2, 4, 6 lub 8; |
podzielna przez 3 <> suma cyfr tej liczby jest podzielna przez 3;
podzielna przez 4 < dwie ostatnie cyfry tej liczby sa zerami lub
przedstawiaja liczbe podzielna przez 4;
. podzielna przez 5 <> cyfra jednosci tej liczby jest 0 lub 5;
| podzielna przez 6 <> jest podzielna jednoczesnie przez 2 i przez 3;
i podzielna przez 8 < trzy ostatnie cyfry tej liczby s3 zerami lub

przedstawiaja liczbe podzielng przez 8;
podzielna przez 9 <> suma cyfr tej liczby jest podzielna przez 9.

Definicja 3.

1) Niech dane bedg liczby naturalne a, b, z ktérych co najmniej jedna jest rézna od
zera.
Najwigkszym wspélnym dzielnikiem liczb a, b nazywamy najwigksza liczbe
naturalna, ktora jest dzielnikiem kazdej z liczb a i b; oznaczamy ja NWD(a, b).

2) Niech dane beda liczby naturalne a, b, obie rézne od zera.
Najmniejsza wspolng wielokrotnoscia liczb ¢ i b nazywamy najmniejsza
liczbe naturalng r6zng od 0, ktdra jest podzielna przez a i przez b; oznaczamy ja
NWW(a, b).

Definicja 4.

Liczby naturalne a, b, z ktérych co najmniej jedna jest rézna od zera, nazywamy
liczbami wzglednie pierwszymi wtedy, gdy NWD(a, b) = 1.

(Twlerdsente 2. |
| Dla dowolnych liczb naturalnych a, b wigkszych od zera prawdziwa jest réwnos¢
NWD(a, b) - NWW(a,b)=a - b

Definicja 5.

Niech n i m beda liczbami naturalnymi oraz m = 0. W wyniku dzielenia liczby n
przez liczbe m otrzymujemy reszte r wtedy, gdy istnieje taka liczba naturalna k,
dlaktérejn=m- k+r, gdziek,r e Norazr < m.
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Zbior liczb catkowitych

Definicja 1.

Liczba catkowita a jest podzielna przez liczbe catkowitg b rozng od zera (b jest
dzielnikiem liczby a) wtedy, gdy istnieje liczba catkowita k, dla ktorej a = k - b.
Fakt, ze b jest dzielnikiem liczby a, oznaczamy: b|a.

Zapis symboliczny: (aeCabeCabz0) ::o(b|a<= Va:k-b]

zdef. keC

Definicja 2.
Liczbe catkowits nazywamy liczbg parzystg wtedy, gdy jest podzielna przez 2;
w przeciwnym wypadku méwimy, ze jest liczba nieparzysta.

Liczby parzyste: -8,-6,-4,-2,0,2,4,6,8,10, ...
Liczby nieparzyste: -7,-9,-3,-1,1,3,5,7,9,11, ...

Liczba catkowita parzysta p jest podzielna przez 2, zatem istnieje takaliczba k, k e €
dla ktorej p = 2k. Liczbe catkowita parzysta zapisujemy jako 2k, gdzie k € C.
Podobnie liczbe catkowita:

- podzielng przez 5 zapisujemy jako 5k, gdzie k € €

- podzielng przez 2 i przez 3 (czyli podzielna przez 6) jako 6k, gdzie k € C

- podzielng przez 4 i przez 6 (czyli podzielng przez 12) jako 12k, gdzie k € C.

Definicja 3.

Liczba catkowita a przy dzieleniu przez liczbe catkowita b réing od zera daje
reszte r, r € N, wtedy, gdy istnieje taka liczba catkowita k, dla ktéreja=k-b +r,

gdzie 0 < r < |b|. Symbol |b| oznacza wigkszg z dwéch liczb: b, -b.

Zbioér liczb wymiernych i zbiér liczb
niewymiernych

Definicja 1.

1) Czescig catkowita liczby x nazywamy najwigkszg liczbe catkowitg, ktdra jest
nie wigksza od x, i oznaczamy symbolem [x].

2) CzeScig utamkowa liczby x nazywamy réznice miedzy liczba x a jej czesScia
catkowita, czyli liczbe x - [x].

Prawa dzialan w zbiorze liczb rzeczywistych

e Wiasnosci dodawania
Dodawanie jest dzialaniem tacznym, tzn.

Dodawanie j zialaniem przemiennym, tzn.

Elementem neutralnym dodawania jest liczba 0, tzn.

¢ Wiasnosci mnozenia

Mnozenie jest dziataniem tgcznym, tzn.
Mnozenie jest dziataniem przemiennym, tzn.
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e Prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania
Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania, tzn.

dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b,¢c a-(b+c)=a-b+a-c

Definicja 1.
Proporcja nazywamy rownos¢ % = % gdzieb#0id=0.

Liczby a i d nazywamy wyrazami skrajnymi tej proporcji, za$ liczby b i ¢ - wyra-

zami Srodkowymi.
wyrazy skrajne

r "
g b

l,”’ '\.\\\
a:b=c:d
\\ ,’/

\\\.//’

wyrazy Srodkowe

Twierdzenie 1.
W proporcji iloczyn wyrazéw skrajnych jest réwny iloczynowi wyrazéw srodko-
wych, czyli rownos¢:

a C . 4 L] ’ r . - -
b d jest rownowazna rownoscia-d=>b-c,gdzieb#0id=0.

Rozwiazywanie rownan -
metoda réwnan rownowaznych

Definicja 1.
Dwa réwnania okreélone w tej samej dziedzinie sa réwnowazne wtedy, gdy

maja takie same zbiory rozwigzan w tej dziedzinie.

Twierdzenie 1. |
Jedli po jednej stronie lub po obu stronach réwnania wykonamy wystepujace tam '

dziatania albo przeprowadzimy redukcje wyrazéw podobnych, to otrzymamy
réwnanie réwnowazne danemu. ’

Twierdzenie 2.
Jesli do obu stron réwnania dodamy (lub od obu stron odejmiemy) te samg liczbg

lub to samo wyrazenie, ktére nie zmienia dziedziny réwnania, to otrzymamy
rownanie rownowazne danemu.
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Tuﬁerdzenie 3.

Jesli obie strony réwnania pomnozymy (lub podzielimy) przez te sama liczbe
'16zn3 od zera lub przez to samo wyrazenie, ktére nie zmienia dziedziny réwnania

‘i ktérego warto$¢ nie jest réwna zeru, to otrzymamy réwnanie réwnowazne
'danemu.

Rozwigzywanie nieré6wnosci -
metoda nieréwnosci rownowaznych

Definicja 1.
Dwie nieréwnosci z jedng niewiadomg x okre$lone w tej samej dziedzinie s3
rownowazne wtedy, gdy maja takie same zbiory rozwigzan w tej dziedzinie.

Twierdzenie 1. S I

Jesli po jednej stronie lub po obu stronach nieréwnos$ci wykonamy wystepujace |
tam dziatania albo przeprowadzimy redukcje wyrazéw podobnych, to otrzymamy :
nieréwnos$¢ rownowazng danej. |

- Jeéli kazdy z chtopcow dostatby teraz od ojca taka samg liczbe znaczkéw (c), to
w dalszym ciggu Adam miatby mniej znaczkéw niz Bartek:

jeslia < b,toa+c< b+c

- Jesli kazdy z tych chlopcow oddatby taka samg liczbe znaczkow (c) swojej mtod-
szej siostrze, to rowniez wtedy Adam miatby mniej znaczkow niz Bartek:
jeSlia < b,toa-c<b-c

Twierdzenie 2.

Jesli do obu stron nieréwnosci dodamy (lub od obu stron nier6wnosci odejmiemy)
te sama liczbe lub to samo wyrazenie, ktére nie zmienia dziedziny nieréwnosci, to
otrzymamy nieréwnos$¢ rownowazng dane;.

Mozna udowodnié, ze
1je§lia>bic>0,toa-c>b-coraza:c>b:c
2)jeSlia>bic<0toa-c<b-coraza:c<b:c
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Twierdzenie 3.

a) Jezeli obie strony nieréwno$ci pomnozymy (lub podzielimy) przez t¢ sama
liczbe dodatnig lub przez to samo wyrazenie, ktdére nie zmienia dziedziny nie-
rownosci i ktore przyjmuje tylko wartoéci dodatnie dla liczb z dziedziny, to
otrzymamy nieréwno$¢ rownowazng dane;.

b) Jezeli obie strony nieréwnos$ci pomnozymy (lub podzielimy) przez t¢ samg
liczbe ujemng lub przez to samo wyrazenie, ktore nie zmienia dziedziny nie-
rownoéci i ktére przyjmuje tylko warto$ci ujemne dla liczb z dziedziny, oraz
zmienimy zwrot nierdwnosci na przeciwny, to otrzymamy nieréwnos¢ réwno-

wazng danej.
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