IV. Zbidr liczb rzeczywistych

Pytania i zadania

1. Jakie znasz podstawowe wiasnosci relacji réwnosci i relacji nierdwnosci w zbiorze liczh
rzeczywistych?

2. Podaj przyktady nierownosci o tym samym zwrocie i nieréwnosci o zwrocie przeciwnym,

3. Zbadaj, ktora z liczb jest wigksza:

a) 2 czy 3‘“«‘%; b)3+2/5 czy 5+3/2; «¢) —% czy —!C%;
4. Wykaz, ze jezeli a<b i c<d,toa+c<b+d.
5. Rozstrzygnij, czy dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d, je§li a<b 1 c<d, to
a-c<b-d.
6. Udowodnij, ze jezeli liczby a, b, ¢, d s3 dodatnie oraz a<b i c<d, to ac<bd.
7. Wykaz, ze jezeli liczby a, b, ¢, d sg ujemne oraz a<b 1 c<d, to ac> bd.
8. Wykaz, ze:
a)(a-b>0@%>0) i (a-b<{}<:%<0);

b)(a’<b*ia-b>0)e (0<a<b lubb<a<0)

d) 2 czy3,1429.

9".Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja nierownosci a+b<c+d, b+c<d+e,

c+d<e+a, d+e<a+b. Ktoérazliczba, b, c, d jest najmniejsza, a ktora najwicksza?

10". Udowodnij, ze jezeli liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja nierdwnosci a + b + ¢ < 3d,
b+c+d<3a, c+d+a<3b, d+a+b<3c, tosaréwne.

7. Dowaodzenie nierdwnosci

W poprzednim podrozdziale przypomnieliémy sobie szereg elementarnych wiasnosci
relacji nierdwnoSci w zbiorze liczb rzeczywistych. Niektdre z nich zawarte sa w podanych
na koficu zadaniach (zob. zadania 4, 6, 71 8).

Wiemy zatem, Ze nieréwnosci 0 tym samym zwrocie wolno dodawac stronami, ale nie
wolno odejmowac! Przyktadowo, prawdziwe sg nierdwnoéci 8 <10 12 <7, ale nie jest
prawdziwa nierownosé 8 — 2 < 10 — 7, to jest nierdwnosé 6 < 3,

Wiadomo tez, ze mozna mnozy¢ stronami nierdwnoéci o zgodnym zwrocie miedzy licz-
bami tego samego znaku, przy czym jes§liO <a<b i 0 <c<d, to ac<bd, natomiast gdy
a<b<01ic<d<0, to ac>bd.

Nie wolno mnozyé¢ nierownoéci o tym samym zwrocie migdzy liczbami przeciwnych
znakOw, to znaczy nieprawda jest, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych 4, b, ¢, d, jesli
a<0<bi(0<c<d lub c<0<d), to ac< bd. Na przyktad, z prawdziwych nieréwnosci
—3<4 1 2 <3 musiataby wtedy wynikaé nieréwno$¢ —3-2>4-3 albo z nieréwnoéci
~3<41-2<3 —nieréwnoi¢ -3-(-2)>43.

Nie wolno tez dzieli¢ nieréwnoSci stronami; nie jest prawda, iz dla dowolnych liczb rze-
czywistych a, b, ¢, d je§li a<b i c<d, to % < é, gdyz na przvkiad z nieréwnosci 6 < 15
12 < 5 (oczywicie prawdziwych!) musiataby wynikaé nierdwnosé —g— < 1—55— ktora, jak widzi-
my, nie zachodzi.

Obecnie zajmiemy si¢ dowodzeniem rozmaitych nieréwnosci z zastosowaniem zardwno
poznanych wlasnosci, jak tez innych oczywistych faktow. PrzejdZmy zatem od razu do rzeczy.
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7. Dowodzenie nierdwnogci

przyklad 1. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b zachodzi nieréwnogé
a’+ b’ > 2ab,
oraz rozstrzygnij, kiedy a’+ b= 2ab.
Rozwiazanie:
Zauwai, ze a’+b’~2ab= (i~ b)2> 0, gdyz kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest
picujemny. Stad a®+b*— 2ab> 0 i ostatecznic a+b>> 2ab.
Ponadto widzimy, ze

@*+b’=2abe a’+b*~2ab=0 e (a-b) =0 a-b=0wa=b O

Przyklad 2. Udowodnij, ze jezeli a-b > 0, to % + % > 2, przy czym% + % =2 wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy @=b.

Rozwigzanie:

@ Wiemy, ze dla kazdych liczb a i b prawdziwa jest nieréowno$é a®+ b’ 2ab. Po podziele-

a’+b?*  2ab

niu obu jej stron przez ab> 0 otrzymujemy nieréwnosé “aB Pgrh czyli nierownosé

%—3—922. Ponadto widzimy, ze %+§:2ﬁa2+b2:2ab@a=b. ()
a

Przyklad 3. Wykaz, ze dla kazdych trzech liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nier6wnosé
a2 +b*+c?zab+bc+ca

Rozwiazanie:

8 Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzg nieréwnosci a®+ b2 2ab,

b*+c*> 2bc, ¢*+a’> 2, ktore dodane do siebie stronami daja nier6wnosé
a*+b*+b*+c*+c+a’z 2ab+ 2bc+ 2ca, czyli nieréwnosé

2(a2+ b2+ cz) > 2 (ab+ bc+ ca).

Stad po podzieleniu obu jej stron przez 2 otrzymujemy zadang nieréwnoéé. O

Przyklad 4. Udowodnij, ze jezeli a>b i ¢>d, to ac+bd> ad+ be.
Rozwiazanie:
B Wykazemy, ze ac+bd—ad— bc= 0.

Istotnie,

ac+bd—ad—bc=(ac—ad) - (bc—bd) =a(c-d)- b(c-d)= (a ~b)(c~d) =0,
gdyz z zalozenia a-b>01ic-d=0. O
Przyklad 5. Wykaz, ze dla kazdych liczb rzeczywistych a i b zachodzi nieréwnosé
(az— b2)2> 4ab(a - b)z.
Rozwigzanie:

O Przeprowadzmy najpierw analize tej nieréwnosci. Bedziemy przeksztaicac te nierow-
nos¢, otrzymujac kolejno nieréwnosci jej rownowazne. Mamy:

(az— bz)zé 4ab(a —,b)2
i

(korzystamy ze wzoru na réznicg kwadratow)
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IV, Zbior liczh rzeczywistych

—

( (a=b)(a+ b)) dab(a- b)2 (potegujemy iloczyn)

)

(a- b) (a+ b) 4ab(a - b)2 (przenosimy wszystko na lewa strong)

g

(a- b) (a+ b) 4ab(a - b) (wytaczmy wspolny czynnik (a — bY przed nawias)

)

(a—b) ((a + b)2 - 4ab) =20 (korzystamy ze wzoru na kwadrat sumy dwdch

0 wyrazefi)

(a- b) (a - 2ab+b ) 0 (korzystamy ze wzoru na kwadrat roznicy dwéch
wyrazet)

2

)
(a-b (a=b)'>0

)

Poniewaz ta ostatnia nieréwnosé jest oczywiscie prawdziwa, wigc réwniez wszystkie
kolejno ja poprzedzajace nieréwnosci sg prawdziwe. Stad wnioskujemy, ze zachodzi
takze wyjsciowa nieréwnos¢. O
Przyklad 6. Udowodnij, ze jezeli m>-11 m#0,to m+— >3.

Rozwigzanie: i
@ Podobnie jak w poprzednim przykiadzie, bedziemy dang nieréwnos¢ przeksztaicac,
otrzymujac nieréwnosci rownowazne.

Mamy:

m+ % >3 (mnozymy obie strony przez m®)
m

¢

m+4 = 3m? (dodajemy do obu stron —3m?)

|

m*=3m*+4 >0 (rozktadamy —3m?®nam’®-4m?)

g

m*+m*-dm*+4 20 (grupujemy wyrazy w pary)

i

(m*+ mz) -4 (mz— 1) >0 (rozktadamy na czynniki)

g
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7. Dowodzenie nierdwnosci

i

m2(m+1)—4(m+ 1)(m—1)20 (wylaczamy wspolny czynnik przed nawias)

g
(m+1)(m*=4(m=1))>0

g
(m+ 1)( —dm+ 4) >0 (zwijamy w kwadrat)
g
(

m+ 1)( ) = 0.

Widzimy wiec, ze ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa, gdyz m+1>0 (z zalozenia)
oraz (m- 2) 2 0. Wychodzgc z niej, otrzymujemy prawdziwosc wszystkich kolejno ja
poprzedzajgcych nieré6wnosci, a zatem i nieréwnoéci zadania.O
Przyktad 7. Wykaz, ze jezeli a+ b>0, to a®+b’>a’*b+ab”.

Rozwigzanie:
[ sposOb: R

Wiadomo, ze (a-b) = 0, czylize a*+b*=2ab> 0 i wreszcie a*—ab+b*= ab.

Mnozac obie strony ostatniej nieréwnosci przez a + b, otrzymujemy nierownos¢

(a+b)(a2—ab+ bz) >ab(a+b), gdyz a+b> 0.

Stad a’+b’>a’b+ab’, na mocy wzoru na sume szescianow.

II sposob:
Wykazemy, ze a’+b*—a’b—ab’= 0.

Mamy a3+b3—a2b—ab2:(atazb)_(ab?_bz):
- (a-b)-b(a=b)=(a-b)(a~57) =(a-b)(a-b)(a+D)

:(a—b)z(a+b)20,
gdyz (afb)z; 0ia+b>0 (zzalozenia).

3
3
Przyktad 8. Udowodnij, Ze jezeli a+5b> 0, to £ ;b > (a ; b) .
Rozwiazanie:
O Bedziemy te nier6wno§¢ przeksztalcaé rownowaznie. Otz

@+b> _ [a+b\ a*+b> _ a’+3a b+ 3ab*+ b’

= = = o
o/ 2 2 8

& 4(a3+b3) >a’+3a*b+3ab*+be 3(a3+b3) >3ab(a+b) e

sa’+b’zab(a+b).
A ta jest prawdziwa, o czym mieliémy okazj¢ przekonac si¢ przed chwilg. Takze
wszystkie poprzedzajace ja kolejno nierownosci sa prawdziwe. O
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I" IV, Zbidr liczb rzeczywistych

\f;—;-%j Pytania i zadania , Pray
1. Udowodnij, ze jezeli a-b<0, to % i e, P
2. Wykaz, ze: ¢ Y,

2 4 ) 2 4 . Vv
a) (a>~b?) > (a—b), jesli a-b>0; b)(a’-b’) <(a=b), jeslia-b<0. J
3. Wykaz, ze jezeli liczby a i b sg dodatnie, to: I
) a+b " 2
2 71, U Y
= + e
a spel
a b ’
b)a+b£—b—2+§. stef
4”. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a i b zachodzg nieréwnosci:
a)2a*+2b*zab(a+ b)z;
mn

b)a*(b+1)+b*(a+1)za’(b+b?)+b*(a+a®)

5'. Udowodnij, ze jezelia = 0,b> 0,c¢> 0, to ab(a+b) +bc(b+c) +ca(c+a) = 6abc.

6°. Ja§ ma wage dwuramienng, ktorej ramiona nie sg rowne. Chcac odwazy¢ 2 kg cukru,
postepuje tak: kladzie cigzarck 1 kg na lewej szalce, a na prawg sypie cukier az do ]
zrownowazenia; nastgpnie oprozniwszy obie szalki, kladzie cigzarek 1 kg na prawej
szalce, a na lewg sypie cukier az do zréwnowazenia. Czy Ja$ odwazyl w ten sposob
mniej niz 2 kg, wigcej niz 2 kg, czy tez doktadnie 2 kg cukru?

2 sk
8. Srednie liczb i zaleznosci miedzy nimi
ﬂ Z A = . - | ne
5 Srednia arytmetyczng n liczb rzeczywistych a,,a,, ...,a, nazywamy liczbg L ar
| A -aitat..ta, e
n ] (:‘
!
Na przyklad $rednig arytmetyczng liczb 1,2,3,4,5 jest liczba y
it
A5=1+2+2+4+5=3. | 4

) P . - :
\J Srednia geometryczng n liczb nieujemnych a,,a,, ...,a, nazywamy liczbg
)

Gn:",,‘al'az‘ P ¢ Y

Na przyklad $rednia geometryczna liczb 3, 9127 jest liczba
G;=¥3-9-27=%/3%+32=9.
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! 8. Srednie liczb i zaleznosci miedzy nimi
—_—
—--_—__7

oSci:

-a) > 6abc.
v¢ 2 kg cukru,
cukier az do
kg na prawe;j
w ten sposob

przyklad
Porownajmy Srednie liczb 1,2, 3, 4, 5:

As=3, Gs=¥1-2-3-4-5=¥120

Widzimy, ze

A,=3=%243>%120=G..

Podobnie §rednie liczb 3, 91 27:

3+9+27

As= 3
spelniaja nierownos¢ As> G,

Zalezno$ci te nie s bynajmniej przypadkowe. Udowodnimy bowiem, ze zachodzi na-
stepujace twierdzenie:

— 13; Gg,:g

-
Twierdzenie
Srednia arytmetyczna kazdych n liczb nieujemnych a,,a,, .,.,aﬂ(nz 2) jest nie
mniejsza od ich Sredniej geometrycznej, to znaczy zachodzi nieréwnosé

a+a,+...+a,
—— It =a/g,-a, ... 4,

n

e

(J Dowdd. Zastosujemy indukcje matematyczna wzgledem n. Gdy n= 2, mamy

2
a,+a; _m: Iﬂ11‘|'1512—22\/m _ (s/a_l;\/a_z) -

2

2

skad % > Ja,a,.

Wykazemy teraz, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 1, jesli Srednia arytmetycz-
na kazdych n liczb nieujemnych jest nie mniejsza od ich éredniej geometrycznej, to $rednia
arytmetyczna kazdych n+1 liczb nieujemnych jest nie mniejsza od ich Sredniej geome-
trycznej. Niech zatem a,,4a,,...,4,,4,. beda liczbami nieujemnymi. Podstawmy

nin+1) n+1
] an+1:B .

(Hayaz ... a,=A
. n+1 n . . .
Wowczas n/a,-a, ... a,=A ﬂ*}/al-ag- ... @,0,.1=A -B inamocy zalozenia

+x" Py +xy"’2+y"”)

indukcyjnego oraz wzoru x"—y"=(x—-y) (x“ -

- otrzymujemy
ata,+...+ta,+a,., +1
e =" Ve ay A, Gy, =
atat+...+a
n- &l a2n7"+an+1 ﬂ/ b artast...+an
= —n*arvar ... Qn dns1 2 0 =
n+ 1 1762 n'tn+1 n
2%Yar-dz ... an )
. n 3 v e + e e o
Bn /El ay ... 4y an+1_n+1al»a2, a.-a = (na mocy (+))
ses i Wy cy

n+1
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|. Elementy logiki matematycznej

b) Ostatnia cyfrg liczby n jest 1.
¢) n— 38 jest kwadratem liczby naturalne;.

3. Mieszkancy miasta 4 mowia tylko prawde, mieszkaficy miasta B — tylko klamia, a miesz-
kaficy miasta C na przemian — mowia prawdg i klamig. Dyzurny strazy pozarnej odebral
telefon: ,,U nas jest pozar, przyjezdzajcie szybko!”. ,,Gdzie?” — spytaf. ,W miescie C” —
uslyszal. Do ktorego z miast wyjechal woz strazy pozarnej gasi¢ pozar?

11. 0 dowodzeniu twierdzen

W matematyce dowodzimy twierdzen dwojako: wprost i nie wprost.

Dowéd wprost polega na tym, ze przyjmujac za prawdziwe wszystkie zalozenia (po-
przednik implikacji), rozumujemy dotad, az dojdziemy do prawdziwosci tezy (nastgpnika
implikacji). W dowodzeniu wprost korzystamy migdzy innymi z reguly odrywania, czyli
— przypomnijmy — z tautologii: [pA (p = q)] = g, oraz z prawa przechodnio$ci implika-
cji (to jest z tautologii: [(p=g)A(g=1)]=(p=7).

Dowéd nie wprost polega na rozumowaniu przez sprzeczno$c (fac. reductio ad absur-
dum — sprowadzenie do niedorzecznosci), w ktorym, przyjmujac wszystkie zatozenia za
prawdziwe, dofaczamy zaprzeczenie tezy, co w konsekwencji prowadzi do sprzecznosci al-
bo z zalozeniem, albo tez z innym faktem, udowodnionym wezesniej lub przyjetym jako
pewnik. Dowdd nie wprost oparty jest na tautologii:

[(pA(~q))=~pl=(p=4q).
Z przyktadami dowodzenia twierdzen wprost lub nie wprost spotkamy sig¢ w tym pod-
reczniku wiele razy.
Warto wiedzieé, ze metode dowodzenia twierdzefi nie wprost zawdzigczamy greckie-
mu filozofowi — Platonowi (IV w. p.n.e.).
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' 7. Zasada indukciji matematycznej

wnaz

7. Zasada indukcji matematycznej

Bardzo wiele twierdzefi w matematyce orzeka co$ o liczbach naturalnych. Najczescie;
jest to jaka$ rownos¢, nierdwnosé, podzielnosé badz tez pewien wzor. Oto przyktady ta-
kich twierdzen:

1. Dla kazdej liczby naturalnej n
nin+tl
1+2+3+...+(n- 1)+n:(—J.

2. Dla kazde;j liczby naturalnej n
2> n.
3. Dla kazdej liczby naturalnej

610" - 4.

4. Dla kazdej liczby naturalnej # nie mniejszej od 3 suma katow wewnetrznych dowolne-
go n-kata wypuklego wynosi (n~ 2) - 180°.

Jak dowodzi¢ takich twierdzen? Zanim o tym opowiemy — krotka anegdota.

Student na egzaminie z analizy matematycznej miat udowodnic, ze dla kazdej liczby na-
turalnej zachodzi réwnosc — i tu pan profesor napisat na tablicy pewng réwnosé. Chwila ci-
szy, po kiorej profesor zapytal studenta: ,,Jak pan bedzie postepowal?”.

Student:  Sprawdze prawdziwos¢ réwnosci dla 1.

Profesor:  Dobrze, i co dalej?

Student:  Sprawdze stusznosé dla 2.

Profesor: No dobrze ...

Student:  Sprawdze prawdziwosc dla 3.

Profesor: ...

Student:  Sprawdzg prawdziwosé réwnosci dla 4, dla 5, dla 6, ...

Profesor:  Jak diugo zamierza pan to jeszcze sprawdzac? - zapytal studenta zirytowany pro-
fesor.

Student:  No..., az do ... n — odpart niefrasobliwy student.

Metodg dowodzenia twierdzefi o liczbach naturalnych jest indukcja matematyczna,
zwana tez indukcja zupelng. Opiera si¢ ona na nastepujacej zasadzie:

Zasada indukcji matematycznej. Jesli T (n) oznacza pewne twierdzenie mowigce
0 liczbie naturalnej n, to aby udowodni¢, ze twierdzenie to jest prawdziwe dla kazdej licz-
by naturalnej n nie mniejszej od 7, (1, moze byé 1 albo inng ustalona liczba naturalnag),
wystarczy:
1. Dowiesé, ze jest ono prawdziwe dla liczby n,, to znaczy sprawdzié, ze zachodzi T (nﬂ).
2. Dla kazdej liczby naturalnej n nie mniejszej od n,, wychodzac z zalozenia, ze twier-

dzenie to jest prawdziwe dla liczby n, wyprowadzié, ze jest ono prawdziwe dla n+ 1,

chodzi bowiem o to, aby wykazac, ze dla kazdej liczby naturalnej n nie mniejszej od ,

prawdziwa jest implikacja

T(n)=T(n+1)
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IIl. Rachunek algebraiczny

Przyktad. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej » nie mniejszej od 1 zachodzi rownos¢;
n(n+1)

T(n):1+2+3+...+n= 2

nin+l
Mamy wykazaé, ze suma n poczatkowych liczb naturalnych réwna jest ( )

1-(1+1 | B
Sprawdzamy najpierw prawdziwo$¢ zdania T" (1), czyli zdania: 1 = % Rownosé
ta oczywiscie zachodzi.

Wykazemy teraz, ze dla kazdej liczby naturalnej n nie mniejszej od 1, jesli

n(n+l) i

(DT (a): 14243+ . tn= o= &

0

T(n+1): l+2+3+...+n+(n+l)zw.

2
Istotnie,
1+2+3+...+n+(n+1):il—(n;—1)+(n+l)= n(n; 2 + 2(n2+ D
— 2z
ey (+)
|
_n(n+1)+2(n+1) (nt+1)(n+2) £
- 2 - 2 ' =
Zatem: 2

— sprawdzili$my prawdziwo$¢ zdania T (1),

— dla kazdej liczby naturalnej » nie mniejszej od 1 wykazaliSmy implikacjg 8
T(n)=T(n+1)

Na mocy zasady indukcji matematycznej stwierdzamy prawdziwos¢ zdania T (r) dla b
kazdej liczby naturalnej » nie mniejszej od 1. Ho

Dowdd przeprowadzony metoda indukcji matematycznej nazywamy dowodem induk- Ga
cyjnym. Sktada si¢ on z dwoch etapow:

~ sprawdzenia, ze T (n,) jest prawdziwe (w naszym przykladzie n,=1);

— dowodu, ze dla kazde;j liczby naturalnej » nie mniejszej od n,, jesli T (n) jest prawdzi- o
we, to T'(n+ 1) jest prawdziwe. J2c!
Pierwszy etap to sprawdzenie, drugi etap to tak zwany krok indukcyjny; zaktadamy Z.;z

w nim, ze dla liczby naturalnej z nie mniejszej od n, zdanie T (n) jest prawdziwe — zalo-

zenie indukcyjne i na tej podstawie wyprowadzamy prawdziwos¢ zdania T'(n+ 1) — teza

indukcyjna.

Zasade indukcji matematycznej mozna zilustrowaé na kostkach domina. Wyobrazmy
sobie bowiem kostki domina ustawione jedna za druga w odlegtosci mniejszej niz wyso-
kos¢ kostki (ryc. 3.2). 2q
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hodzi rownos¢;

§my implikacjg
zdania T (n) dla

dowodem induk-

)i
(n) jest prawdzi- |
I

cyjny; zaktadamy
yrawdziwe — zalo- |
1 T(n+1) —teza |

nina. WyobraZmy
niejszej niz wyso-

8. Dowodzenie przez indukcje matematyczng

Ryc. 3.2. Zasada indukcji matematycznej

Co trzeba wiedziec, by przewidzied, ze wszystkie kostki si¢ przewroca? Oczywiscie, ze:
— przewrocono pierwszg kostke;
- upadek ktorejkolwiek kostki obala nast¢pne.

Zasada, ktora mowi, ze sztuka z kostkami domina musi sie wtedy udaé, to wlasnie za-
sada indukcji matematyczne;j.

8. Dowodzenie przez indukcje matematyczna

Rozdziat ten poswigcimy licznym przyktadom dowoddw indukcyjnych, ale najpierw
—krotka anegdota, ktora wigze si¢ ze wzorem na sume kolejnych liczb naturalnych od je-
den do n. Historia ta dotyczy stawnego matematyka niemieckiego Carla Friedericha
Gaussa zwanego ksieciem matematykdéw.

Siedmioletniego Gaussa uczyl matematyki surowy, starszy wiekiem nauczyciel. Chcgc
W spokoju poprawiad podczas lekcji uczniowskie zeszyty, zadal swym wychowankom nastepu-
Jace zadanie do samodzielnego rozwigzania. , Znalez¢ sume wszystkich liczb od 1 do 40”. Na-
uczyciel liczyt na diuzszq chwile spokoju, a tymczasem maly Gauss blyskawicznie zorientowat
sie w rozwigzaniu tego zadania. Oto schemat rozumowania genialnego chlopca:

1, 2y 3; 520
40,39,38,...,21
41,41,41,...,41

Najwieksza i najmniejsza liczba ciggu dajg w sumie 41. To samo otrzymamy, dodajgc dru-
89 z kolei liczbe ciggu do drugiej od dolu; ten sam tez wynik uzyskamy, dodajgc trzecig naj-
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wiekszg w ciggu do trzeciej najmniejszej i tak dalej. Na podstawie tego spostrzezenia chiopiec
pomnozyt wmysli 20 - 41 i wypisal liczbg: 820. >
Przyklad 1. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zachodzi rownosc

1+3+5+...+(2n—1)=n" A

Rozwigzanie:
Dowdd indukcyjny. ‘ S
1. Sprawdzamy, ze dana rowno$¢ zachodzi, gdy n= 1: nej i
L=1=1. 1
2. Wykazemy, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalne;j n, jesli g
(D)1+3+5+...+(2n—1)=n’ to e
¢
2
1+3+5+...+(2n-1)+(2n+1)=(n+1). o
Rzeczywiscie, ]
g
L4345+, +(2n—1)+(2n+1)=n>+(2n+ 1) = (n+1). b
na mocy (*) J 2
Na mocy indukcji matematycznej stwierdzamy prawdziwosé dowodzonej rownosci dla
kazdej dodatniej liczby naturalnej n. !
Przyklad 2. Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n
; +1)(2n+1
(L o0 o o8 S - o n{n+1)@n+1) )6( - ).
Rozwiazanie:
Dowod indukeyjny. licz
1. Sprawdzenie réwnosci, gdy n= 1 Pri
o L (1+1)(2-1+1)
6 Ro
2. Wykazemy, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n, jesli
n(n+1)(2n+1
(+)12+ 2%+ ... +n’= ( )6( ), to e
n+1){n+2)(2n+3
12+22+...+n2+(n+1)2=( )(n z )(n )
Istotnie,
2.
n(nt+l1)(2n+1
12+22+...+n2+(n+1)2= ( )6( )+(n+])2=
PR e

—_—
E

na mocy (*)

n(n+1)(2n+1)+6(n+ 1) (n+1)(n(2n+1)+6(n+1))

6 6
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8. Dowodzenie przez indukcje matematyczng

eRehlopiey (n+1)(2n*+Tn+6) (n+1)((2n7+4n) + (3n+6))

- i .
(n+1)(2n(n+2)+3(n+2)) (n+1)(n+2)(2n+ 3)

6 6

StwierdziliSmy, ze rGwnosc ta zachodzi gdy » = 11 dla kazdej dodatniej liczby natural-
nej z prawdziwosci jej dla n wynika jej prawdziwosé dla n + 1. Zatem na podstawie zasa-
dy indukcji matematycznej réwnoS§¢ ta jest prawdziwa dla kazdej dodatniej liczby
naturalnej 7.

1zi réwnosé

Przykiad 3. Udowodnij, Ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n
610" — 4.

Rozwigzanie:
Dowod indukcyjny.
1. Sprawdzenie dlan= L
Liczba 10"~ 4 = 6 jest oczywiscie podzielna przez 6, czyli 6 | 10'-4.
2. Udowodnimy, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalne;j n, jesli
;j rownosci dla () 6|10”—4, to6l10"*1— 4
Faktycznie, 10" " '—4=10"10-4= (]O”— 4) -10 + 36, wiec liczba 10™* ' - 4, jako su-
)
ma dwoch sktadnikéw podzielnych przez 6, jest podzielna przez 6.
Zatem na mocy indukeji matematycznej stwierdzamy, ze 610" — 4 dla kazdej dodatnigj
liczby naturalnej n.
Przyklad 4. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n
133117 12 1ol
Rozwigzanie:
Dowod indukeyjny.

1. Sprawdzenie, gdy n = 0.
11924+ 122°%* 1= 112+ 12'= 121 + 12 = 133,
Rzeczywiscie,
Ja3|1 +2 4102 0wl

2. Wykazemy, ze dla kazdej liczby naturalnej, jesli
L3312 I, oy THR(TTH 5 1P (Rl

Istotnie,
11n+3+122(a+1)+1: 11 = 1111+2+122n.+1_122: 11.1[n+2+122n+17 144 =

S 1 19 (114133) = Li{L1m g naker T L0 gy (o e
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= e ——— e e e — . —— —
i widzimy, ze liczba 11" *+ 127 (n+1)+1 jest podzielna przez 133, jako suma dwdch skiad] RO
nikéw podzielnych przez 133, przy czym pierwszy z tych skladnikow jest podzielny przegf
133 na mocy zalozenia indukcyjnego. Na mocy indukcji matematycznej stwierdzamy, 7
33| E1F 25 127* ! dla kazdej liczby naturalnej n. o
Przyklad 5. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zachodzi nier6wnosg
2">n.
Rozwigzanie:
Dowdd indukeyjny.
1. Sprawdzenie, gdyn= L
=251, de
2. Wykazemy, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n oc
n—
Prom=s 2% S {n+1) W(
Rzeczywiscie, 16
2" 1=2"25p - 2=n+nzn+1, czyli W
¥
2"*1>p+1,jesli2">n. Ev
Na mocy indukcji matematycznej stwierdzamy, ze 2" > n dla kazdej dodatniej liczby natu-
ralnej n.
Przyklad 6. Wykaz, ze dla kazdej liczby x wickszej od — 1 oraz dla kazdej liczby natural- %,

nejn

G
-

(1 +x)n> l+nx.

P
Rozwiazanie: i
Dowod indukeyijny. I

1. Sprawdzenie, gdy n= 0.
1

(1+x)=1=1+0-x>1+0-x.
2. Wykazemy, ze dla kazdej liczby x wigkszej od — 1 oraz dla kazdej liczby naturalnej n

(1 +x)n> l1+nx=(1 +J«c)n+ e (n+1)x.

(S

Faktycznie,
(1+x) "= (14x) (1 +%)> (1 +nx)(1+x) = 1+ (n+ Dx+nx’> 1+ (n+ 1) x,

gdyznx®> Qorazl +x>0,gdy x>— L

Zatem na mocy indukcji matematycznej wnioskujemy, ze dowodzona nierdwnosc jest
prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.
Uwaga. Udowodniona przed chwila nierownos¢ to tak zwana nierownos¢ Jakoba Berno-
ulliego (czyt. bernuliego).

Przykiad 7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej # wigkszej od 2 suma katow we-
wnetrznych dowolnego n-kata wypukiego rowna jest (n =2 180°;
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1a dwoch sklad-
podzielny przegz
stwierdzamy, ze

odzi nieréwnosé

tniej liczby natu-

j liczby natural-

W naturalnej n

(n+1)x,

nierdwnos¢ jest
> Jakoba Berno-

suma katéw we-

P

Rozwiazanie:
Dowod indukeyjny.

8. Dowodzenie przez indukcje matematyczng

1. Sprawdzenie, gdy n=3, jest oczywiste, gdyz suma katéw wewnetrznych dowolnego

trojkata jest rzeczywiscie rowna 180°.

2. Wykazemy, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 2, jesli suma katow wewngtrz-

nych dowolnego n-kata wypuklego réwna

jest (n—2)- 180°, to suma katow wewngtrz-

nych dowolnego (n+ 1) kata wypuklego jest
réwna (n— 1) - 180°.

Niech A, A, A,...A,_,A,_,A,A,, bedzie
dowolnym (n+ 1)}kgtem wypuklym. Wtedy
oczywiscie A, A,A4,...A, ,A, A, bedze
n-katem wypuklym (ryc. 3.3) oraz suma katoéw
wewnetrznych (n+ 1)-kata rowna jest sumie ka-
tow wewnetrznych tego n-kata oraz katow we-
wnetrznych trojkata A4, A4,.,A4, to jest liczb
(n—2) 180° i 180°. Zatem suma katow we-
wnetrznych rozwazanego (n+ 1)-kgta wynosi

Ay
» /\Z_,‘/\
Az o = ey
) EA n-1
f'/ \\
i \
/ A
Ay &) /_,/Q’é. Ay
o
,/”//’ ,/
L /
p Y o
A 1 An +1
Ryc. 3.3.

(n—2)-180°+180°=(n—1)- 180°:((n+ 1) 2) -180°.
Na mocy indukcji matematycznej stwierdzamy wiec, ze dla kazdej liczby naturalnej n
wickszej od 2 suma katow wewnetrznych dowolnego n-kata wypuklego wynosi

(n-2)-180°.

Przyktad 8. Udowodnij, ze n r6znych prostych na plaszczyznie przechodzacych przez da-

ny punkt P dzieli t¢ ptaszczyzne na 2n czgsci.
Rozwiazanie:
Dowdd indukeyjny.

1. Dla n=1 twierdzenie zachodzi,
gdyz jedna prosta, lezaca na plasz-
czyznie i przechodzgca przez punkt
P dzieli te plaszczyzne na 2n czeSci.

2. Wykazemy, ze dla kazdej dodatnie;j
liczby naturalnej n, jesli n prostych
na plaszczyinie przechodzacych
przez punkt P dzicli t¢ plaszczyzng

(n+1)-sza prosta

na 2n cz¢scel, to n+ 1 prostych na tej
plaszczyznie przechodzacych przez
punkt P dzieli ja na 2n+ 2 czedel,

Istotnie, rozwazmy n prostych na
plaszczyinie przechodzacych przez
punkt P i poprowadZmy przez ten
punkt jeszcze jedng prostg (ryc. 3.4).

Ryc. 3.4.
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Ta(n+ 1)-sza (czyt. ,,n plus pierwsza”) prosta dzieli tylko dwie sposrod 2 czgsci plasz. 9
czyzny, przy czym kazda z nich na dwie cz¢Sci. W ten sposdb czeci, na ktore zostata po- l
dzielona ptaszczyzna, mamy o dwie wiecej. Jest ich wigc 2n+2=2(n+1). Na mocy h

indukcji matematycznej stwierdzamy prawdziwos$¢ twierdzenia dla kazdej dodatniej licz- |
by naturalnej z.

%j& Pytania i zadania

1. Podaj zasade indukcji matematyczne;.

. 1
2. Coto jest:
a) zalozenie indukcyjne,
. ; It
b) teza indukcyjna,
¢) krok indukeyjny? 4
3. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zachodzg réwnosci: )
n+l nint+l)(nt?2 5
a)’+2°+...+n’= ”(2)] b)1'2+2>3+...+n(n+1)=L#3)(—‘—_12 i
c) 41_" kst L ey £
1-2 23 77 p(n+l) n+l
1
n— a-1 R(n+1
dy 1P~ 28437 =4%4 ., + (=1 1”2:(_ ) L ( 2 );
gl =, o S YOS SRR SO E
2 3 4 7 2n-1 2n n+l np+2 720
1 1 1 n+l 1,2 3 n nt?2
Dll-=|[1-=])...[1-—]= : e e e I S S :
L R e A
4. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zachodzg podzielnosci:
a)910"-1  b)11]10"~ (—1)”; c)43|6" F+ 7L d)11|2%t T+ 37
e)4l|5.72n+2+23n; f)11|55nfl+45n+2+35n; g)10|934n+1,
; h)25|27* 23"+ 5n—4;  1)169|3% - 26n— 1. e
il
|1 5. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n:
‘ a)3[4"+5, b)133|11"" 2+ 1277 c)1001|103”-(_1)n; dy19[5%* #3200~ | {
: 6. Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalne;j n: s
’ n 3, . . 2 n— 8 1 1 1
‘ a)3">n’ b)3n>/n+1 c)(n e d)ﬁ+ﬁ+...+ﬁ2ﬁ. o
J 7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 2 kazdy n-kat wypukly ma
i nn-3
i g przekatnych.

8. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n, n prostych dzieli plaszczyzne
najwyzej na 2" czescel.
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, 9. Dowodzenie tozsamosci trygonometrycznych
—_— e

pytania i zadania %3%.
x. 1. UproS¢ wyrazenia:

a) COS(% +x)cos(2ﬂ—x) (ctg(ﬂ+x) +ctg (% ﬂt—x));

sinx sinx
+

W 2 2
: ¢) /sin“x(1+ctgx)+cos” x(1+tgx).
b)1+c0sx 1 —cosx )‘/ ( g ) ( g)
2. Oblicz:
SN —CO8K . sn ;
a) Sn__s, jesli tgx:%; b)sin® x+ cos® x, jesli sinx+ cosx=1;
Slnx + cosx

c) tg' x+ctg' x, jesli tgx+ctgr=2.
3. Oblicz warto$ci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata, jesli:

a)cosa=135 i € (270°:360°)  b)ctga=5- i a e (180%270°).

9. Dowodzenie tozsamosci trygonometrycznych

Tozsamo$¢ trygonometryczna to po prostu rownos¢ zawierajaca wylacznie funkcje trygo-
nometryczne kata lub zmiennej rzeczywistej i prawdziwa dla wszelkich katéw lub wartosci
zmiennej rzeczywistej, dla ktdrych wystepujace w tej réwnosci wyrazenia majg sens.

Poznane zwiazki pomigdzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego argumentu sg,
jak pamigtamy, tak zwanymi tozsamoSciami trygonometrycznymi podstawowymi. Obec-
nie zastosujemy je do dowodzenia tozsamosci bardziej ztozonych.

Aby udowodni¢ tozsamos¢, nalezy:

a) przeksztalcaé jedng z jej stron tak diugo, az dojdziemy do postaci, ktorg ma druga
strona,

albo
b) przeksztalcaé obie jej strony, aby doprowadzi¢ je do tej samej postaci.

Prze§ledZzmy to na przykiadach, najpierw stosunkowo prostych, a nastgpnie nieco trud-
niejszych.
Przyklad 1. Wykaz, ze (tg2 x— sin® x) cctg® x=sin’x
Rozwigzanie:
Bedziemy przeksztalcac lewg strong tej tozsamosci, by doj$¢ do prawej. Otrzymujemy:
(tg2 x— sin? x) ctg?x=tg’x ctg’x—sin’x-ctg’x=

2

2 2
=(tgx- ctgx) — (sinx- ctgx) = 1° - (s'mx- g%) =1-cos’x=sin’x

Przyklad 2. Udowodnij, ze tgx— ctgx=(tgx—1)(ctgx+ 1).
Rozwiazanie:

Tym razem przeksztalcajmy prawg strong, aby otrzymac postac lewej strony.
Mamy:

(tgx— 1) (ctgx+ 1) = tgx- ctgx+tgx— ctgx— 1 = tgx — ctgx.
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VI. Funkcje trygonometryczne

Przyklad 3. Wykaz, ze (1 + sinx) (ﬁ - tgx) = COSX.

Rozwigzanie:
Przeksztalcajac lewa strong, otrzymujemy:

. 1 B y 1 sinx) _
ey smx)(@ = tgx) = (1 + sinx) (— ) =

COSX  COSX
. 1—sinx 1-sin?’x cos’x

=(1 + sinx) = =
coSX cosx COSX

P 1
Przyklad 4. Sprawdz, ze (sinx CoSX

= COoSsx.

)(sinx+ cosx) = ctgx—tgx.
Rozwigzanie:

Wychodzac z lewej strony, dojdziemy do prawe;j. Istotnie,
cosx— sinx

1 1 .
sl ghypfepaa g s
sinxcosx

. (sinx+ cosx) =
sinx  cosx

cosx— sinx ; cos®x—sin’x
=———— " (cosx+sinx)=——— =
SINXCOSX sinxcosx
cos?x sin®x cosx  sinx
=— - — R =ctgx—tgx.
sinxcosx Sinxcosx sinx  cosx

sinfa-tg’a

Przyklad 5°. Udowodnij, ze tg®o= po o ol

Rozwigzanie:
Poniewaz
g i
) 2 o5 sin“ o (o 1
sin“—tg“a=sin“q— =sin“(l ———=—)=
& cos’a ( cosza)
., costa—1 . o l—cos’c . o sin*a sin‘a
=gin® O« ———— == gin - —————— =g ——— = ——
cos?a cos?o cos*a cos*
i analogicznie
cos’a — ct za—ﬂﬁ wiec
g sina’ ¢
_sin‘a @
sinfa—tg’a __cosla _ sin“¢-sin’ o _ sin®a _(sina - tgSar
cos’a—ctg’a _cos*d cos*cr-cos’ar  cosba |\ COSK
sin?q

. . 5 b=gin*a—cog? 2
Przykiad 6°. Wykaz, ¢ S{n 2 R 2
1 -sin®a—-cos®a 3

Rozwigzanie:
Korzystajac z tozsamosci sin® o+ cos® o = 1, przeksztalcamy najpierw osobno licznik
i mianownik utamka stojgcego po lewej stronie danej tozsamosci. Mamy:

1 —sino—cos o= (sin®a+ cos?a) - sin‘ar — cos*ar =
=(sin’ & —sin* @) + (cos* @ —cos* @) = sin*a (1 — sin* &) + cos* a (1 — cos? @) =
=sin®a- cos’ 0+ cos’*a - sin* ¢ = 2sin* - cos’a,

1—sin®or—cosba = (sin?o+ cos?a) —sin® o — cos® =
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_-_—'—-5 —

sobno licznik

=(sin*a—sin®a@) + (cos’a— cos® &) =sin® &t (1 — sin* @) + cos* (1 — cos* &) =
=sin?a (1 —sin®a)( 1 +sin® ) + cos® a(1 — cos’ a)( 1 + cos’ &) =
=sin®or- cos? (1 +sin® @) + cos? o - sin? (1 + cos? @) =

—sin®o - cos?a(1+sina+ 1+ cos?ar) = 3sin®a - cos?or.

Zatem

1-sin‘a—cos‘a _ 2sin*a-cos’a _ 2

1-sina—-cosba  3sinfa-cosfa 3

Przyklad 7°. Udowodnij, ze

1 1
P 1 —sImaf (1 +s11noe)2 _
(1 —(:osct)2 (I-H:osc()2
Rozwigzanie:
Poniewaz:
1 1 :{1+sina)2—(l—sina)27

(1-sina)®> (1+sine)? (1 -sine)2(1 +sina)?

_(1+2sina+sin®0) — (1 - 2sina+sin’a) _ _ 4sina_ _ 4sina
((1 —sina)(1 +sina))” (1-sin’a)? ~ cos‘a
i podobnie
1 1 _4cosa

= —
(1-cosa)? (1l+cosq)? S
wiec prawa strona P dowodzonej tozsamosci jest rowna

4sino 5
P COS'_ sina-sin‘o _ sin’ o _[sina e
4cos0  cosa-costa  cosPo | cosC '
sin*a
Pytania i zadania \%ﬁ
=

1. Wykaz tozsamosci:

a) (1 +sinx) (1 —sinx) =cos’x; b)cos*x—sin®*x=1-2sin’x;

51 1 t z 1
c) ctgx+—2% -~ . d)—ﬁmzsm2 e)ﬂf—:coszx;
1 +cosx sinx tex+ ctgx tgex+ ctgx
l-sinx l+sinx 2 l—cosx l+cosx 2
f) g + ==

1 +sinx 1-sinx cosx’ 1+cosx 1-cosx sinx’

2. Udowodnij, ze 1 1

(1- COSC{)2 (1+ a:os()()2
1 1 '

(l-sin@)® (1 +sina)’

2a_ -t Za
BT byctg’as
smea—tgeo

a)ctglor=
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3. Wurazenia algebraiczne 91

Potega o wykladniku rzeczywistym

3.129. Oblicz:

i 3 3 vz
a) (57)" . 257 : 4/625° b) 24 .32 5 {22 J ' /8

; 0o G\ ? o .
c) {646 -1024—°F3+0,25"J -[27 3 } d) (0,27 -5%)" :[1255‘5*’@

S

3.130. Dane s3 przyblizone wartosci pierwiastkéw:
r' —
| V2214  B~175 5~225 32~125 Ya~16 6~ 18 |

Oblicz (bez uzycia kalkulatora) przyblizona wartoé¢ potegi:

a) 81°° b) 10242 ¢) (0,0625)"
¥a
d) 32¥ e) (0,0016) f[L
32
3.131. Korzystajac z danych z poprzedniego zadania, oblicz przyblizong warto$¢ potegi:
V3 Ya N
a) 256°? b) 2434 c) 6253
35 —13 —:I—\ur
d) (0,0001)7‘)6 e) (0,00032) ° f) 100000 7 ’
Dowodzenie twierdzen
3.132. Wykaz, ze jedlia>3 i b>4,to 2a +3b >3,
3.133. Wykaz, zejeslia<1 i b>—4,t0 29 =20 4

3.134. Wykaz, ze jesli liczby rzeczywiste a, b, c spetniajg nieréwnosé a > b > ¢, to

b+c
a> d
2

3.135. Wykaz, ze jedli liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniajg nieréwnosé a > b > ¢, to
2a-b>2c—a.

3.136. Wykaz, ze jedlix>2 i y>2,to xy+4 > 2(x +y).
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3.137. Wykaz, zejedlix>1 i y<1,to xy<x+y-1.

1. 3.138. Wykaz, ze jeslia<-2 i b>%,to 2ab<a+2—4b.

3.139. Wykaz, ze jedlix’ +y* =2 i x+y=2,t0o x=y=1.

3.140. Wykaz, ze jeslia, b,c € R i a+br+ct=ab+bc+ac,to a=b=c.
3.141. Wykaz, ze jedli X’ +y> =3 i x+y=-2,t0 Xy = %
3.142. wykaz, sejedlix* +y' =3 i x—y=-2,to0 xy:‘%.

3.143. Wykaz, ze jeéli dwie dowolne liczby rzeczywiste a, b spetniajg nieréwnosc¢
ab>5,to a*+b>>10.

. 3.144. Wykaz, ze jeéli dwie dowolne liczby rzeczywiste ai b spetniaja nierdwnosc

ab<-3,to > +b*=6.

3.145. Wykaz, ze jesli ?b*>7, tod +b'>14

-3.146. Wykaz, ze suma czterech kolejnych liczb parzystych jest podzielna przez 4.

15, 3.147. Wykaz, ze réznica kwadratéw dwoch kolejnych liczb catkowitych jest liczba

nieparzysta.

3.148. Wykaz, ze suma kwadratéw dwoch kolejnych liczb catkowitych nieparzys-
tych jest liczbg parzysta.

i..t 3.149"._'Wykai, se réznica kwadratéw dwdch kolejnych liczb catkowitych nieparzys-
““tych-jest wielokrotnoécia liczby 8.

3.150. Wykaz, ze jesli liczba naturalna nie jest podzielna przez 3, to kwadrat tej licz-
by przy podzieleniu przez 3 daje reszte 1.

3.151. Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej m, liczha m®— 2m* + m’ jest po-
dzielna przez 36.

3.152. Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej m, liczba (m +2)" —m" jest wielo-
krotnoécig liczby 8.

.5, 3.153. Wykaz, ze reszta z dzielenia przez 8 sumy kwadratéw dwoch kolejnych liczb
nieparzystych jest réwna 2.

| 2
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3. Wyrazenia algebraiczne

140. 3.154. Wykaz, ze reszta z dzielenia przez 16 sumy kwadratdéw czterech kolejnych

liczb parzystych jest réwna 8.

3.155. Wykasz, ze jedli liczby catkowite a, b, ¢ przy podzieleniu przez 4 dajg odpo-
wiednio reszty 1, 2, 3, to reszta z dzielenia sumy kwadratow tych liczb przez 4 jest
réwna 2.

1. 3.156. Wykaz, ze jedline N i n> 1,toliczba 4""*— 4" jest podzielna przez 60.

2. 3.157. Wykaz, ze jedlin Ny to liczba:

a) 3"+3""% 4 2"*2 jest podzielna przez 4

b)) 772724 7" 2" jest podzielna przez 10.

3.158. Wykaz, ze jeslin e Nin=>2, to liczba3" 24371 4 3"+5" 45" jest wielo-
krotnoscig liczby 13.

3.159. Wykaz, ze jedli p jest liczba pierwszg i p > 5, to liczba &—17 jest podzielna
przez 8.

3.160. Wykaz, ze jedli p jest liczb pierwsza i p > 5, to liczba p*— 25 jest podzielna
przez 24.

3.161. Wykaz, ze jeéli p jest liczbg pierwszg i liczb p® — 4 nie jest podzielna przez 3, to
p=3.

1. 3.162. Liczba \/ﬁjest liczbg niewymierna. Wykaz, 7e liczby: 74/11 + 5, ;3@_4

fil=d
V11

53 liczbami niewymiernymi.

15. 3.163. Liczba a jest liczba niewymierng. Wykaz, ze liczby: 3,20 — 5, _—2, a +i
a a-
53 liczbami niewymiernymi.
Okreslenie logarytmu
3.164. Oblicz:
a) log; 243 b) log,32 ¢) log1000 d) Iogff—;
2 3
1
e) log, T f) !og1216 g) logs625 h) log,1

6 5



