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FUNKCJE
ZADANIA WPROWADZAJACE

e podawac przyktady funkcji
o okredlaé funkcje wzorem, tabelka, grafem, opisem stownym
e wyznaczac warto$¢ funkcji dla danego argumentu

pojecia: miejsce zerowe funkcji, zbiér wartosci funkcji =

Ktére z podanych przyporzadkowan jest funkcja? Jesli przyporzadkowanie jest f
b)

a)

¢) Kazdej liczbie catkowitej dodatniej przyporzadkowujemy liczbg jej dzielnikow.
d) Kazdej liczbie catkowitej dodatniej przyporzadkowujemy jej dzielniki.
e) Kazdej liczbie rzeczywistej x przyporzadkowujemy taka liczbe catkowita d , ze odleglo$¢ |

punktu o wspdirzednej x od punktu o wspdtrzednej d jest najmniejsza z mozliwych.
1A

Funkcja f: {-2,-1.1,2,3}—>R jest okreslona w nastepujacy sposob: kazdej liczbie ze zbioru {—2,,;;?&,.
przyporzadkowana jest jej warto$¢ bezwzgledna pomniejszona o 1. s

a) Okresl funkcje f za pomoca: 1) grafu;  2) tabelki;  3) wzoru.
b) Podaj zbiér wartosci funkcji f.

Funkcja f okreslona jest wzorem f(x)= 2% +3x+4. Wyznacz

a) f(0);  b) f(0.5); c) f(a); d) f(3b); e) f(x-1); f) f(x+2).

Funkcja f okre$lona jest wzorem f(x) =x*—4x—12.
a) Oblicz wartos¢ funkcji f dla argumentu 6.

b) Wyznacz te argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartos¢ 9. i
¢) Wyznacz te argumenty, dla kt6rych funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne. 5
d) Rozwiaz nier6wnos¢ f(x)<—12.

Dane sa funkcje f(x)=x"+3x i g(x)=2x+6.

a) Znajdz te argumenty, dla ktérych funkcje f i g przyjmuja tg sama wartosc. ‘
b) Wyznacz zbiér tych argument6w, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci wigksze niz funkcjag.
¢) Rozwiaz nieréwnosé f(x+1)< g(Bx—1). o

Wyznacz miejsca zerowe funkcji

a) f)=2x+7, b) f(x)=22+Tx; €) f()=22"+Tx*—8x—28;

® Wyznacza¢ dziedzing funkcji okreslonej wzorem
® Wyznacza¢ dziedzing funkcji homograficznej
® Wyznaczaé dziedzing funkcji wymiernej

Wyznacz dziedzing funkcji
R, by =L
x L
€) = 2_
foy=—; 0 fw=5—

D fG)=yx=3 +3-x;



stownie

- Ika, wzoremnl,
“ s funkcji okreslone]: grafem, i =
o sekicowa wy-k‘re wykresem -
Zzdajacy potrafi | o okreslac funkeé Y ¢ resu funkeji fokreéloﬂejw ;
sw nalezacych 40 WY
) ch punktow na - ;
. mgdne dwoc % d nie
38  Podaj wsporreEr e je potowe liczby do niej przeciwe
) fW=X Xt e meczywiste] PTEYPO rzadkc;w?zygona(dkowuje odwrofoSEEEE,
b) funkcja f ka;gel, liczbie rzeczywistej TOZne] od zera p
c) funkeja f kazde) :
d / 4
e 3
=t *
, kresu funkcji f, jezeli y .
39  Sprawdz, czy punkt P nalezy do Wy b) P=(3,17), f@)=2"-x; .
a) P=(-2,20), f=x'-3x-2 _ x 3
5 . d) P=(1,0), f(x)—’x—_l‘- e
o) P=(-1, 1), fW=(—4x=4" ot

) 2 . 12 2 !mnilg
310 Punkt A=(-1,7) nalezy do wykresu funkcji f()"):ax3 2, TG K

311  Kiory z narysowanych zbiorow punktéw jest wykresem pewnej funkeji zmiennej rze';z)y“s‘e] 6
s b) c) J ey
a)

V

3.12  Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x)=x’—x*~9x+9 i punkty przeciecia jej wykresu z osiami uktadu w

h

3.13  Naszkicuj wykres funkeji £ i podaj jej zbiér wartosci. -

a) Funkeja f: {0, 1,2,3,4} - R okreslona Jest w nastepujacy sposéb: f(x)= {x2 . {Oti’-'l |
x dlaxe {3,4‘}:‘1‘{

1 dlaxe (—4;—2)U@§'

2 dlaxe {-2,2} .”

. 5 , 3 daxe(22)

¢) Funkcja f okreslona jest grafem:

b) Funkeja f:(—4; 4y 5 R okreslona jest w nastepujacy sposéb: f(x)=

d) Funkeja f okreslona jest 75 Pomocg tabelj:

¥,
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a) Okresl dziedzine funkcji f. R

b) Podaj miejsca zerowe funkeji f. 2

¢) Jaka wartos¢ funkcja f przyjmuje dla argumentu 47 ’

d) Podaj najmniejsza wartosc funkeji f. e - :

e) Podaj zbi6r wartosci funkcji f. L e

f) Podaj te argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci ujemne. .

g) Podaj te argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje warto$ci nieujemne.

h) W jakich przedziatach funkcja f roénie, a w jakich maleje? RS

i) Dla jakiego argumentu funkcja f przyjmuje warto$¢ najwigksza? AT

j) Dlailu argumentéw funkcja f przyjmuje wartos¢ 27 e

k) Jaka warto$¢ funkcja f przyjmuje dla argumentu 0?

I) Podaj wszystkie argumenty, dla ktérych warto$ci funkcji f sa wigksze od 3.

m) Ile rozwiazan ma réwnanie f(x)=—1?

n) Ile rozwiazan ma réwnanie |f(x)|=2?

o) Naszkicuj wykres funkcji g, ktora kazdej warto$ci parametru m € (=5; 7) przyporzadkowuje hczﬁg
rownania f(x)=m.

- SRt TRt g(r:n): S S . i gl gt 8(m) "’?"'I

® przesuwac wykres funkeji wzdtuz osi x lub osi y ukladu wspéirzednych =
® przesuwa¢ wykres funkcji o dany wektor &

e zapisywaé wzor funkcjl otrzymanej w wyniku przesunigcla o dany wektgg B t& 4

) W dc [ . 'i‘¢..’1 rl:,‘-vl II.F."

Ei nmﬂasma{



funkeji:
{5 rzadzaé wykresy e
32 go wykresu funkeji y=/ ‘(A_) f?:‘i a)+b, Y= f(:l,; D y=l :
tawie dane| ) iy ) g= 7 =/ 4
prarepe N i1y danego przeksz
trafi P y=—f(x) ‘—n::.kZ;' otrzymanej W wyniku daneg —
Zdajacy potr o zapisywaé wzér ” |
% kcji .
ji 7 wykres fun i
i no wykres funkcjl f. Sporzad s ‘.
3.19 Obok 7amieszczo; gt o5 |
| Ay =—f(x); |
a) y=f(x e v
g f) y=—f (%) i
3 =f(-¥); h) y=[fM®I ) .,
g) y=£0x1); | G ?
V ?
: ) }
i e
a) | -
_______ g i 4
. = o N
u \ 051
i \
‘ 0™l
01 3 ‘ :
y v
’ f) - 9)
AT ] B
________ l
_____ | A
1 i ] ®
0.1 - ’0 S . |
i
3.20

3.21

3.22 Korzystajap z definicj; ji

Funkcja f okre$lona jest wzorem o)=Ll Znajdz wzér funkcji g, ktorej wykres otrzymamy .
a) przeksztatcajac wykres funkcji f w symetrii wzgledem osi OY; )

i
b) przeksztaicajac wykres funkeji f w symetrii wzgledem osi OX:;

a4
¢) przeksztalcajac wykres funkeji £ w symetrii wzgledem punktu (0, 0); B
9 przesuwajac wykres funkcji o wektor [=1; =3], a nastepnie otrzymany wykres przeksztatcajac
wzgledem osi OY: A
€) dokonujac obu przeksztateen z punkty d), ale w odwrotnej kolejnosci. 0
s

W wyniku jakiego ksztalceni , ;. g
funkeji g, jezel; L ALaicenia (lub przeksztatcen) wykresu funkcji )=t 17

2 g0)=(x~5)"+3:5) s b) g(x)=x*—3y.
9 g0)=x'+3|x). ’

©) 8)=Ix*+3x+1]; %
8) olp)=——"13,

A
) f)=3r- 5 it €) wykaz, 7o funkcja
b) f(r)=r*_g, - ’ i
Jest rosnacy . E
O fgadent etV Predsiale (3 ) =
TJestrosna.caWZbiomRP Akt
& Y-uh
g “’“‘L‘:‘f. xe
> Tlr-‘ﬁ. o

(T

A0



Korzystajac z definicji funkcji r6znowarto§cmwej, zba
c) Fl)=x B e

) f=sce2 B @15
o okreslaé na podstawie wykresu parzystos¢, nieparzystos¢ i okresowos
Zdajacy potrafi |, | 426 7 wykorzystaniem definicji: parzystosé i nieparzystos¢ funkcj

ykresow okresl parzystos¢ lub nieparzystos¢ f
A5 gy

3.26 Napodstawie zamieszczonych w
b)

a)

a) f@=x'-3x¥-5; b) f0)=x-3x; c) fo)=x"-3x+1;

® okresla¢ zalezno$¢ funkcyjng miedzy wielko$ciami liczbowymi

® opisywa¢ za pomoca funkcji zaleznosci w przyrodzie, gospodarce i zyciu codzier ;

|® Vinterptetowaé zaleznosci funkcyjne na podstawie danego wzoru

Smchéd ]adqcy autostradq spala 5,6 litra paliwa na 100 km
#) | aplsz wzér funkeji p okreéla]ape] zuzycie palxwa (w litrach) w
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ZAD

ANIA MATURALNE

JI
ROZNE spOSOBY OKRESLANIA FUNKC

4P -9 +x+2.

B Yot = 4)(4 s
wzorem f(x) cem zerowym funkcji f.

~1,0,5,1,2 jest miejs :
wykresu funkcji f Z 0'51?‘ OY.‘
dla ktérych funkeja f ifunkcja g

Funkeja f okreslona !’cst
a) Sprawdz, kt6ra z ]l(,jlb‘
b) ZnajdZ punkt przecigeld
¢) Wyznacz 1¢ argumenty,

2
i —,/_ 2 _6x-35.
Funkcja f okreslona jest wzorem fl)=v—x 6.x

a) Wyznacz dziedzing funkeji f.

1. ;
(x)=T7x*—15x+2 przyjmuj;

72.

3 - ja f imuje wigksza warto$c?
b) Dla kidrego z argumentow: = oy J3 -3 funkcja f przyjmuje WIKsza

o JxP+x-6 dlax<l
73.  Funkcja f okre$lona jest nastgpujaco: f(x)={x2 Oy e
a) Oblicz warto$¢ funkcji f dla argumentu 1.
b) Sprawdz, kiéra z liczb -3, 0,2, 4 jest miejscem zerowym funkcji f.

¢) Wyznacz te argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartos¢ —4.

74. pzicdzinq funkeji f jest zbior {-2, ~1, 0, 1, 2, 3}. Funkcja f kazdemu argumentowi pr:
Jego kwadrat pomniejszony o 1. "

a) Okresl zbior wartosci funkeji f, b) Podaj wzér funkcji f. ¢) Sporzadz wykres

Funkeja f, okreslona na zbiorze liczb rzeczywist
odwrotnogé pomnozong przez 18,
a) Podaj wzor funkeji f,
b) U . :
c; Wzyazs:::zu.wz:z)vl\;s[g:tltqe putll(kty wykresu funkeji f znajduja si¢ w I éwiartce ukladu ws
e 7 ’
g punkty nalezace do wykresu funkeji £, ktérych obie wspotrzedr

ych dodatnich, kazdej liczbie x e R, przyp

i [ jest zbiér D = To

rzadkowuie jej wartogg b
ety 6 od i gy, < K] liezb

! X, dla kt6 Ch C | W ’ =

-1 :
10,1,2,3,4), Funkcja f kazdej liczbie ujem

¢ nieujemnej m e p przyporzadkow
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80.

81.

82.
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a) Przedstaw funkcje f zapvmmﬁ"’*m"_ s
Przedstaw za pomoca tabelki funkcje g, ktora kazdej

- przyporzadkowuje liczbe argumentow, dhmfﬂf%}

Fokci . + T

v i

Y
Eor

Funkcja manca f: {0’ 11 21 39 4v 5’ 67 7} - C ZOStala Cméciowng e L

x 0 1 2 3 4 5 6 i i3

&

Tl (a2 0 5 9 12 L
a) Uzupehnij tabelkg. Ay B

b) Podaj punkty wspolne wykresu funkeji f z osiami ukiadu wsp6trzednych.
¢) Podaj ten argument a, dla ktérego zachodzi réwnosé f(f(a))+2=0.

G
i
!

e

& VR

Funkcja f kazdej naturalnej liczbie trzycyfrowej przyporzadkowuje sume jej cyfr. !5 Al ,
a) Podaj wszystkie argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartos¢ 2 T : '9:}_ '
b) Dla pewnego argumentu @ funkcja f przyjmuje wartos¢ 15. Uzasadnij, ze a dzieli si¢ przzz‘-ﬁ‘:’;‘ .
¢) Podaj najmniejsza liczbg a taka, ze f(a)=20. i );; b
1O

W R . :
Funkcja f kazdej liczbie rzeczywistej x przyporzadkowuje najwigksza liczbg parzysta mniejsza od x.
a) Oblicz f(m) 1 f(10). b) Podaj zbiér wszystkich miejsc zerowych funkx(:g;ljl,'d .

c) Okresl zbior wartosci funkcji f. d) Naszkicuj wykres funkcji f dla xe (2;8).
A ..
. . il
Funkcja f kazdej liczbie naturalnej n przyporzadkowuje liczbe cyfr potrzebnych do jej zapisania w 2
dziesigtnym, np. f(7285)=4. sl

a) Podaj zbiér wartosci funkcji f. theniond S8
b) Dla ilu argument6éw funkcja f przyjmuje wartos¢ 3? s W

¢) Podaj wszystkie argumenty n < 3000 spetniajace rownos¢ f(n+1)=f(n)+1. 4

} (& f.'i“
Funkcja f, okreslona na zbiorze liczb naturaln i porzaikowe
b ych wigkszych od 9, przyporzadkc
cyfre dziesiatek liczby n. i PR el
a) Okresl zbiér wartosci funkciji f. BUSRVE

b) Dla tlu argumentow mniejszych od 999 funkcja f przyjmuje warl:o§(‘,5"’“*‘:"""j
©) Dla jakich ke C, liczba 10k jest miejscem zerowym funkcji f? ',: =
Dla jakich n nie zachodzi rownos¢ f(n+1)=£(n)? pu

. =l
Mo -
L %

L O



85.

86. 1b

87.

(—'1)'l ';;_L..;" -
n ntl
2

onej wzorem f ()=

i funkej f: N—>C okres e

Wyznacz Zbior warto

PRt

< veh zachodzi réwno$é 2:f(x) +fi (r,}.}‘,
B g
76 stkie funkcj€ J - i
el rozwiaza¢ W nastgpujac

¢

sposob:
- azenie 1—x: 2:f (1—-x)+f(x)

1 7 a . .
e do danego réwnania w miejsce x WYT . ‘
; , {2/’(){)’4(1"[):Jr (traktujac f(x) i f(l—x)Jalsg:

o rozwigzujac uklad rOWRAN 9, 4y 4 p(x) =1-x

o podstawiam

ot S
mujemy WzOr funkcji f: f(X)=x—3

g Spost(l)(ti)e funkcje f: R — R, dla ktorych zachodzi rownos¢ xf (x) —f(1 —x)=2.
a) znajdz wszys :

A7 .1 Feds 1;.
idz wszystkie funkcje f: R\ {0} — R, dla ktérych zachodzi réwnos¢ f(x)+3f (x),_, =
b) znajdz wszys : 5

3
b

ZADANIA Z KONTEKSTEM REALISTYCZNYM

Na pewnym przejsciu granicznym celnicy odprawiaja codzi.ennie _ 700
200 samochodéw cigzarowych. Na wykresie pok.a;ano 0})1czb.y \g zg‘; g ¥
ciezarowek oczekujacych na odprawe celng o godzinie 24% kaz- g 400 |-
dego z pierwszych o$miu dni lutego. 2 300
. | 200 |-
a) Wymien te dni, w kt6rych staneto w kolejce do odprawy celnej =100 —
¢o najmniej 200 samochodGw cigzarowych? 0 2

b) Pewnego dnia o pdtnocy zwiazkowcy z -»Samoobrony” zab]o- Ko”"jmb.'? JE

kowali na 24 godziny dojazd do przejscia granicznego. Kiedy
miata miejsce ta blokada?

¢) Dziedzing funkeji f jest zbigr {10,290 ... g
kazdemu argumentowi Przypor
ktére w danym dniy Stangty
Sporzadz (W n
wykres funkcji

}. Funkcja
zadkowuje liczbe cigzaréwek,
W kolejce do odprawy celne;j.
arysowanym obok uktadzie wspéhzgdnych)

Liczba samochodéw

Szka pan Kowz}lski od stacji kolejowej"
an Kowalskj POcCiggiem? .
Pan Kowagki Na autobyg?




foe

j aksymalna predkos ig jechal pan Now:

= ;Za:&d;va‘v;ymy;zedzilz:le czasu? Wynik podaj w km/

b) W piatej minucie pan N<_>wak przejemz?.'t przez teren
budowany. Ustal, czy mié stamat przepisow, jezeli wia- -
domo, ze W tym miejscu obowiazywato ogramczenie‘ =
predkosci do 60 km/godz. - . 4 .

¢) W kilka minut po rozpoczeciu podrozy pan Nowak musiat ol
zatrzymac si¢ przed przejazdem kolejowym. Jak diugo trwat ten nie

d) Wiadomo, ze droga przebyta od momentu #; do momentu , jest rowna polu.
kresem predkosci bedacej funkcja czasu, osia OX i prostymi x =1f1, X=f2. SP

Iy D

pan Nowak pokonat wigksza odleglosé: w ciagu 2 i 3 minuty jazdy czy W ciagu

i
s

‘,Lf-.‘_
90.  Podczas napelniania zbiornika uszkodzony zostal zawor Ao Fare
odptywowy, przez ktéry zaczeta wydostawac  si¢ woda e rRts i
z predkoscia 10 m’/min. Awari¢ usunieto po 9 minutach. &
Na wykresie pokazano, jak zmieniata si¢ ilo§¢ wody w %
zbiorniku od momentu wystapienia awarii do momentu jej =2
usuniecia. é
a) Oblicz :i

1) ile m* wody dostarczono do zbiornika w ciagu dwoch
poczatkowych minut,

2) z jaka predkoscia (W m>/min) dostarczano wodg do ¢ 1 7 3 ;4 SN R
zbiornika w ciagu piatej i szostej minuty, coat i
3) ile m® wody wydostato si¢ ze zbiornika w czasie trwania awarii. .
b) W jakim przedziale czasu dostarczano wode do zbiornika z predkoscia 10 m’/min? Lo
¢) W ktérym momencie przestano dostarcza¢ wode do zbiornika? < A
ST §
4 , il
NIEKTORE WLASNOSCI FUNKCJI i}
91.  Funkcja f okre$lona jest wzorem f (x) =4 —x — 2. 1% (SR

a) Wyznacz dziedzing i znajdz miejsca zerowe funkcji f.
b) Zbadaj (na podstawie definicji) monotonicznos¢ funkcji f.

92, : . 3 it
Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) = x :1 . Korzystajac z definicji funkcji rosn: cej 1
0. , 2 A ex

cja f jest rosnaca w przedziale (—oo; 0). S

A
e

93. p

i

Wykaz, ze jezeli funkcje g i h sa okreslone w

: m samym zbiorze i sa ros
rem f(x)=g(x)+h(x) jest rosnaca. ty i W o

1 Lirirap At
o * P

S



¢

Udowodnij, ze jesli funkcje f i & s& nieparzyste, o

a) funkcja h(x)= F(x)+g(x) jest nieparzysta;
b) funkcja A(x) =f(x)- g(x) jest parzysta.

96. p Udowodnij, ze jezeli 0 nalezy do dziedziny funkcji nieparzystej f, to £(0)=0.

2x
97. D Funkcja f okreslona jest wzorem f(x)=—3""

a) Wykaz, ze funkcja f jest nieparzysta.
b) Wykaz, ze zbior wartosci funkcji f zawiera si¢ w zbiorze (—1; 1)

B!
98. D Korzystajac z definicji funkcji réznowartosciowej wykaz, ze funkcja f okreslona wzorem f(x) =x +2x-3
jest réznowartosciowa.

99. D Funkcja f okreslona jest wzorem f (x)=x—_1.
X

a) Wykaz, ze zbiorem wartosci funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych.
b) Uzasadnij, ze funkcja f nie jest réznowartosciowa.

PRZEKSZTALCENIA WYKRESU FUNKCJI

100. Obok zam.ieszczono wykres funkcji f. Funkcja g okreslona jest ;
W nastepujacy sposéb g(x)=|f(x—1)+2|. ; \f
a) Naszkicuj wykres funkcji g. - , : i
b) Podaj zbiér miejsc zerowych funkcji g. /
¢) Podaj zbiér rozwiazan nieréwnosci 8(x)<2x+4.
_4

101.  Obok zamieszczono wykresy funkcji f i g.

a) W tytp samym uktadzie Wwsp6trzednych
flaszklcu] wykres funkcji y=f(|x )
1 wykres funkcji y=—g(-x).

b) Podaj zbigr T0zZWigzar nieréwnogci
Sx1) + g(~x) < 0.

€) Znajdz wszystkie wartosci parametru m
flx)+ 8(=x)=m ma doktadnie jedno :

dla ktérych réwnanie
rozwiazanie.




FUNKGIE

103. 1b

Wykres funkeji f()=x+3x+1 przeksztalcono w sy et

funkcji g- Znajdziemy wz6r funkcji g w nastepujacy sposéb: .

o wykres funkcji f i prosta x= 2 przesuwamy o wektor U=
f1(x)=(x+2)3+3(x+2)+ i prosta x=0 (0§ OY); :
wykres funkcji fi przeksztalcamy W symetrii wzgledem osi oy:
fx)=(x+ 2 +3(—x+2)+1;

wykres funkeji f, przesuwamy O wektor —ii =[2; 0] otrzymujac W ten
cjig: g() —(—x+4P +3(—x+H+1, czyli g =—X+12¢-51x+77.

Wykres funkcji )= —ﬁ—} przeksztatcono w symetrii wzglgdem prostej x = o

cji g. Stosujac przedstawiona wyzej metod¢ wyznacz wz6r funkcji g.

’ %2 +4x+5 Yt - =
Funkcja f okreslona jest wzorem f(x)=——4—. Znajdz taki wektor u=[p, 0], aby po
+4x

wykresu funkcji f o wektor i otrzymaé¢ wykres funkcji parzystej. Podaj wzér funkcji, ktorej

xZ

otrzymamy po przesunigciu wykresu funkcji f o znaleziony wektor.




