Oznaczenia w irojkacie ABC
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Ml, Mz, M3 — §rodki bokow,

Hi, H>, H3 — spodki wysokosci,

H — ortocentrum (punkt wspélny wysokosci),

O — srodek okregu opisanego,

R — promieri okregu opisanego,

M — srodek ciezkosci (punkt wsp6lny Srodkowych),

Ly, Ly, L3 — spodki dwusiecznych,

E,, E», E; — punkty Eulera bedace §rodkami odcinkéw ktorych kon-
cami sg wierzchotki trjkata i ortocentrum,

I — érodek okregu wpisanego (incentrum — punkt wspolny dwu-
siecznych),

ﬂ!'r\m;ﬂﬂ I
— Promucil Oxd

L., I, I, — dtugoéci odpowiednich dwusiecznych,

mg, Mp, me — dugosci odpowiednich Srodkowych,

ha, hy, he — dhugosci odpowiednich wysokosci,

a, b, ¢ — dtugosci bokéw (BC,AC, AB),

a, B, v — katy przy odpowiednich wierzchotkach A, B, C;

1, Iy, I — $rodki okrggéw dopisanych (stycznych odpowiednio do
bokéw BC, AC, AB).



Oznaczenia w czworokacie ABCD

Ty, T, T3, T4 — $rodki bokéw AD, BC, DC, AB,
E, E; — §rodki przekatnych AC, BD.

Odcinek 7 T, nazywamy pierwsza linig Srednia.
Odcinek T3T4 nazywamy druga linig $rednia.
Odcinek Ej E; nazywamy trzecia linia Srednia.

WOKOL OKREGU EULERA

Tytut brzmi bardzo powaznie i odstraszajaco, ale to bardzo do-
bry poczatek. Dla rozwigzania kilkunastu ponizszych zadan korzy-
stamy z dobrze znanych podstawowych faktow:

Fakt 1

Odcinek taczacy S$rodki bokéw

¢
w trojkacie jest rownolegly do M, AM]
trzeciego boku 1 dwa razy od /( 3 \
niego krotszy. PP B

Fakt 2

Srodkowa  przeciwprostokatne;
rowna jest jej polowie i dzieli
tréjkat na dwa tréjkaty réwnora-
mienne.




Zad. 1

Wykaz, ze M1M2 = H1M3.

Zad. 2

Wykaz, ze HHM, = H3M).
Zad.3

Wykaz, ze M{Hy + MoM3 = BC.
Zad. 4

Wykaz, ze symetralna odcinka HyH3 przechodzi przez M.

Fakt 3

Odlegtosé wierzchotka tréjkata od ortocentrum jest dwa razy wiek-
sza niz odleglosé §rodka okregu opisanego od Srodka boku prze-
ciwlegtego, np. CH = 20M3.

Zad. 5

Wykaz, ze <AE1H3 = <CE3H];.

Zad. 6

Wykaz, ze kat miedzy prostymi H3M, i HyE3 jest rtowny katowi
miedzy prostymi HoM3 1 H3E),.

Zad.7

Wykaz, ze E1Hy = OM,.

Zad. 8

Wykaz, ze M1 Ey = MoE) = OM3.



Zad. 9

Wykaz, ze M1 E; || MaE,.

Zad. 10

Wykaz, ze M1E, L AB.

Zad. 11

Wykaz, ze MoE, L E(E).

Zad. 12

Wykaz, ze <M,MH3 = 3.

Zad. 13

Wykaz, ze odcinek M E; zawiera si¢ w dwusiecznej kata BMHs.

Zad. 14

Wykaz, ze <M M3H| = <H | MM,.

Zad. 15

Wykaz, ze <MyH3H| = <MMHs.

Zad. 16

Wykaz, ze <M1M3H| = <H MM, .



Zad. 17

Wykaz, ze <E1M3M = 90°.
Zad. 18

Wykaz, ze <E1HyM| = 90°.
Zad. 19

Wykaz, ze <E1EoMp = 90°.
Zad. 20

Wykaz, ze <(M]E1H1 = {MIHZHI = ﬁ =

Przy rozwigzywaniu kolejnych zadan bedziemy wykorzystywali
nastepujace twierdzenie.

Fakt 4

Tréjkat (zwany spodkowym), ktérego wierzchotkami sg spodki wy-
sokosci pewnego trojkata ostrokatnego, odcina od niego trzy troj-
katy podobne, przy czym <H|H3B = <HyH3A = vy, <H3H|B =
<H>H|C = @ oraz <H3H;A = <H H,C = B.

Zad. 21

Wykaz, ze M, My, M3, H| leza na jednym okregu.
Zad. 22

Wykaz, ze punkty H;, Hy, H3, M| sa wspoétokregowe.



Zad. 23

Wykaz, ze punkty Ey, E>, M1, H| sa wspotokrggowe.
Zad. 24

Wykaz, ze punkty Hy, H, E1, E> leza na jednym okregu.
Zad. 25

Wykaz, ze punkty O, M 1 H leza na jednej prostej (Eulera), przy
czym 20M = MH.

Zad. 26

Wykaz, ze M\Ey = MyEy = M3E3 = R.

Zad. 27

Wykaz, ze odcinki OH 1 M| E| przecinaja si¢ w potowie.
Zad. 28

Wykaz, ze odcinki M{E, M2E,, M3E3 przecinaja si¢ w jednym
punkcie, ktéry dzieli je na pot.

Zad. 29

Wykaz, ze EH, = EH, = EH3 = 3R.
Zad. 29

Wykaz, ze EH, = EH, = EH3 = 3R.
Zad. 30

Wykaz, ze punkty Ei, Ep, E3, My, M2, M3, Hy, Hy, H3 leza na
jednym okregu (okrag dziewigciu punktéw lub okrag Eulera).



ZADANIA Z EULEREM W TLE

Zad. 31

W AABC odcinki BE; i HoM3 przecinajg si¢ w T. Wykaz, ze
PHzElT e PBM3T°

Zad. 32

Niech W oznacza punkt przecigcia si¢ dwusiecznej kata a z okrg-
giem opisanym na AABC. Wykaz, ze CW, = W|B = IW; (tzw.
réwnosc trojliscia).

Zad. 33

Wykaz, ze PAopc = Rpy, gdzie py oznacza potowe obwodu trdjkata
spodkowego.

Zad. 34

Niech W; oznacza punkt przecigcia si¢ dwusiecznej kata « z okre-
giem opisanym na AABC. Wykaz, ze Al - IW = 2Rr.

Zad. 35

Wykaz prawdziwo$é wzoru Eulera OI? = R? — 2Rr.

Zad. 36

Wykaz, ze R > 2r.



Zad. 37

Pole czworokata H{E3E | Ey jest rOwne S. Stosunek AH do HH,
wynosi 1,5. Oblicz pole tréjkata ABC.

Zad. 37

Pole czworokata H\E3E | Ey jest rOwne S. Stosunek AH do HH,
wynosi 1,5. Oblicz pole tréjkata ABC.

DWA OKREGI PRZECINAJACE SIE

Fakt

Miara kata dopisanego jest rOwna

mierze kata wpisanego opartego
na tuku zawartym miedzy styczna

a cieciwa. IA W

Zad. 38

Okregi przecinaja si¢ w A 1 B. Przez A prowadzimy sieczng, ktora
przecina okregi w X 1 Y. Wykaz, ze <XBY nie zalezy od wyboru
siecznej.



Zad. 39

Dane sg dwa okregi styczne zewnetrznie. Przez punkt stycznosci
prowadzimy dwie sieczne. Wykaz, ze cigciwy tgczace konce siecz-
nych sg rownolegte.

Zad. 40

Okregi przecinajg si¢ w A 1 B. Przez A prowadzimy styczne do
obu okregéw. M i N — punkty przecigcia si¢ stycznych z okrggami.
Wykaz, ze <ABN + <MAN = 180°.

Zad. 41

Okregi przecinaja si¢ w A 1 B. Prosta przecina pierwszy okrag w C
i D, drugi w E 1 F, przy czym E lezy migdzy C 1 D. Wykaz, ze
<CAE = <DBF.

Zad. 42

Okregi przecinaja si¢ w A 1 B. Przez A prowadzimy sieczng, kt6ra
przecina okregi w C 1 D. Przez C 1 D prowadzimy styczne, ktore
przecinaja si¢ w E. Wykaz, ze: <CED nie zalezy od wyboru siecznej
oraz na czworokacie BCED mozna opisaC okrag.

Zad. 43

Okregi przecinaja si¢ w A i B. Przez A prowadzimy sieczna, ktéra
przecina okregi w C 1 D, a przez B sieczng, ktéra przecina okregi
w E 1 F, przy czym punkty C 1 E leza na jednym okregu, a punkty
D1 F na drugim. Wykaz, ze <CBD = <EAF.



Zad. 44

Okregi przecinaja si¢ w A i B. Przez dowolny punkt X jednego
z okreg6w prowadzimy prosta XA, ktéra przecina drugi okrag w Y,
oraz prostg XB przecinajaca drugi okrag w Z. Wykaz, ze prosta YZ
jest prostopadta do Srednicy pierwszego okregu o koncu X.

Zad. 45

Okregi o Srodkach O; i O, przecinajg si¢ w A 1 B. Przez punkt A
poprowadzono prosta, ktéra przecina okregi w M 1 N. Wykaz, ze
<O1MB = <O,NB.

Zad. 46

Okregi przecinajg si¢ w A 1 B. Przez A prowadzimy cigciwy AC
i AD styczne do okregéw. Wykaz, ze proste BC i BD sg symetryczne
wzgledem prostej AB.

Zad. 47

Przez jeden z punktéw wspdélnych dwoch jednakowych okregéw
prowadzimy sieczng. Wykaz, ze okrag o Srednicy bedacej wspolng
cigciwg tych okregdéw dzieli odcinek siecznej ograniczony okre-
gami na pot.

Zad. 48

Dwa okregi sg styczne wewngtrznie w A. AB jest Srednicg wigk-
szego okregu. Cigciwa BK wigkszego okregu jest styczna do mniej-
szego w C. Wykaz, ze AC jest dwusieczng <BAK.



Zad. 49

Dwa okregi przecinajg si¢ w A 1 B przy czym pierwszy okrag prze-
chodzi przez Srodek drugiego. Styczna do pierwszego okregu w B
przecina drugi okrag w C. Wykaz, ze AB = BC.

Zad. 50

Dwa okregi sg styczne zewnetrznie w K. Prowadzimy wspélng
styczng zewnetrzna do obu okregéw w A 1 B. Réwnolegle do tej
styczne] prowadzimy styczng do okregu z punktem B w punkcie 7.
Wykaz, ze punkty A, K, T sa wspétliniowe.

Zad. 51

Dwa okregi sg styczne zewnetrznie w D. Prosta styczna do jednego
znich w A, drugi przecina w B i1 C. Wykaz, ze A jest r6wnoodlegty
od prostych BD 1 CD.

Zad. 52

Dwa okregi s3 styczne zewnetrznie. Punkt A lezy na jednym z okre-
géw i nalezy do wspélnej stycznej. AB jest Srednicg okregu. Z B
prowadzimy styczng do drugiego okrggu w punkcie M. Wykaz, ze
AB = BM.

Zad. 53

Dwa okregi o réznych promieniach przecinajg si¢ w A 1 B. Pro-
mienie OA i OB mniejszego okrggu przedtuzamy do przecigcia sig
z wigkszym okregiem w C i D odpowiednio. Wykaz, ze AC = BD.



Zad. 54

Na cigciwie AB okregu o Srodku O obrano dowolny punkt C. Przez

punkty A, O, C poprowadzono okrag, ktéry przecina wyjSciowy
w D (D # A). Wykaz, ze CD = CB.

Zad. 55

Okregi o Srodkach O; 1 O, przecinaja si¢ w A 1 B. Potproste O1A
1 0,A przecinaja okrggi odpowiednio w D 1 C. Wykaz, ze punkty B,
D, C i oba Srodki lezg na jednym okrggu.

Zad. 56

Przez punkt A przecigcia si¢ okregéw poprowadzono dwie sieczne,
ktére przecinaja okregi odpowiednio w punktach Bi C oraz D1 E.
Cieciwy BD i EC przedtuzono do przecigcia si¢ w M. Wykaz, ze
<BME nie zalezy od wyboru siecznych.

Zad. 56

Przez punkt A przecigcia si¢ okrggéw poprowadzono dwie sieczne,
ktére przecinaja okregi odpowiednio w punktach Bi C oraz D1 E.
Cigciwy BD i EC przedtuzono do przecigcia si¢ w M. Wykaz, ze
<BME nie zalezy od wyboru siecznych.

KATY WPISANE

Zad. 57

Dwa okregi przecinaja si¢ w N i K. Prowadzimy przez te punkty
proste AB1 CD, przecinajace pierwszy okrag w A i C, drugiw BiD.
Wykaz, ze AC || BD.



Zad. 58

Na okrggu dane sg kolejno punkty A, B, C, D. A, By, Cy, D1 -
odpowiednio Srodki tukéw AB, BC, CD, DA. Wykaz, ze A1C; ||
B1D;.

Zad. 59

Niech P i Q — rzuty prostokatne dowolnego punktu M wewnatrz
kata o wierzchotku A na jego ramiona. Z A prowadzimy prostopadia
AK do odcinka PQO. Wykaz, ze <PAK = <MAQ.

Zad. 60

Na okregu dane sg punkty w kolejnosci A, B, C, D. Niech M —
$rodek tuku AB. Oznaczmy przecigcia cigciw MC 1 MD z cigciwa
AB przez E i K. Wykaz, ze na czworokacie EKCD mozna opisac
okrag.

Zad. 61

Dane sa dwa okregi styczne wewnetrznie w M. Niech AB — cigciwa
wiekszego okregu, styczna do mniejszego w 1. Wykaz, ze MT jest
dwusieczng <AMB.

Zad. 62

AB i CD - Srednice pewnego okregu. Punkt M na okrggu rzucamy
prostopadle na te Srednice. Wykaz, ze odlegtosS¢ rzutow nie zalezy
od potozenia punktu M.



Zad. 63

Na okregu dane sa kolejno punkty: A, Cy, B, Ay, C, B).

a) Wykaz, ze jeSli proste AA|, BB, CCy sa dwusiecznymi katow
tréjkata ABC, to sa wysokoSciami trjkata A B C.

b) Wykaz, ze jesli proste AA |, BBy, CCy sa wysokoSciami trojkata
ABC, to sa dwusiecznymi katow trojkata A1 B Cj.

¢) W okrag wpisano tréjkaty T, Ts tak, ze wierzchotki 75 sg Srod-
kami tukéw, na ktére okrag dzielg wierzchotki 77. Wykaz, ze
przekatne szesciokata, bedacego wspdlng czescig trojkatow 77
i T, taczace przeciwlegte wierzchotki sg réwnolegte do bokéw
Ty i przecinajg si¢ w jednym punkcie.

Zad. 64

Wykaz, ze okrag opisany na tréjkacie dzieli odcinek taczacy Srodki
okregéw wpisanego i dopisanego na pot.

Zad. 65

Dany jest czworokat wpisany i opisany na okregu. Wykaz, ze od-
cinki taczace przeciwlegle punkty stycznosci sg prostopadte.

Zad. 66

W trapezie ABCD: O — punkt przecigcia si¢ przekatnych. AOCD
jest réwnoboczny. Wykaz, ze Srodki odcinkéw OA, BC 1 OD sa
wierzchotkami tréjkata rownobocznego.



Zad. 67

Okregi o promieniach R; 1 R, przecinajg si¢ w K. Niech M 1 N —
punkty styczno$ci z okregami wspdlnej stycznej. Znajdz promien
R okregu opisanego na AKMN.

Zad. 68

Trzy okregi o jednakowym promieniu R przecinaja si¢ w jednym
punkcie Siw punktach M, N, P, przy czym S lezy wewnatrz AMNP.
Wykaz, ze okrag opisany na AMNP ma promien R.

Zad. 69

Wykaz, ze suma kwadratow odcinkow, na jakie dzielg sig¢ prostopa-
die cigciwy okregu, jest stata dla danego okregu.

Zad. 70

W tréjkacie réwnoramiennym AB = BC. <ABC = 80°. Niech X we-
wnatrz tréjkata taki, ze <XAC = 10°, <XCA = 30°. Oblicz <BXC.

Zad. 71

W trojkacie ABC: <B = 60° i dwusieczne AD i CE przecinajg si¢
w I. Wykaz, ze ID = IE.

KOLA | KATY (dla zaawansowanych)



Zad. 72

Dany jest kat o wierzchotku O i okrag w niego wpisany, styczny
do ramion w A i B. Niech K dowolny punkt na kré6tszym z dwoch
tukéw AB tego okregu. Na prostej OB punkt L taki, ze OA || KL.
Niech M punkt przecigcia si¢ okregu S opisanego na A KLB z prostg
AK (M # K). Wykaz, ze prosta OM jest styczna do S.

Zad. 73

Dany jest wypukty czworokat ABCD. Niech I, I, ¢, I to dwu-
sieczne katow zewnetrznych. K = [, N, L=, N1, M = 1. N I,
N = I; N ;. Wykaz, ze jeSh okregi opisane na AABK 1 ACDM sa
styczne zewngtrznie, to okregi opisane na ABCL 1 ADAN tez.

Zad. 74

Okrag S o Srodku O przecina si¢ z okregiem S” w punktach A 1 B.
Na tuku okregu S lezacym wewnatrz §” wzigto punkt C. Niech AC
i BC przecinaja S odpowiednio w E 1 D (rézne od A 1 B). Wykaz,
2e.DE L OC.,

Zad. 75

W AABC przedhuzono Srodkowe do przecigcia si¢ z okregiem opi-
sanym w punktach A,, By, C,. Srodek ciezkoSci M dzieli odcinek
CC, na pét. Wykaz, ze AA,B,C, jest rOwnoramienny.



Zad. 76

Dwusieczne katow A i1 C przecinaja okrag opisany na AABC w A,
i C,. Prosta przechodzaca przez Srodek okregu wpisanego w AABC
jest rownolegta do AC i przecina si¢ z prosta A,C, w P. Wykaz, ze
prosta PB jest styczna do okrggu opisanego.

Zad. 77

Ze srodka symetrii dwéch jednakowych okregéw przecinajacych
si¢ poprowadzono dwie poétproste przecinajace okregi w czterech
punktach (nielezacych na jednej prostej). Wykaz, ze punkty te leza
na jednym okregu.

Zad. 78

W AABC (AB < BC): I — incentrum, M, — §rodek AC, N — Srodek
tuku ABC okregu opisanego. Wykaz, ze <IMA = <INB.

Zad. 79

Dwa prostokatne tréjkaty potozone sa na plaszczyZnie tak, ze Srod-
kowe ich przeciwprostokatnych sa do siebie réwnolegte. Wykaz, ze
kat miedzy przyprostokgtnymi jest dwa razy mniejszy niz miedzy
przeciwprostokatnymi.

Zad. 80

Punkty A, By, C; — Srodki wysokosci AHy, BH,, CH3 w trojkacie
ostrokgtnym. ZnajdZ sume katow <ByH| Cy+<CyHpyAy+ <A H3Bj.



Zad. 81

W tréjkacie réwnoramiennym ABC (AC = CB) na BC punkt D taki,
ze OD 1 BI. Wykaz, ze ID || AC.

Zad. 82

Na boku BC czworokata wypuktego ABCD punkty E i F (E blizej
B niz F). Wiadomo, ze <BAE = <CDF 1 <EAF = <FDE. Wykaz,
ze <FAC = <EDB. -

Zad. 83

W AABC na boku AC takie punkty D i E, ze AB = AD1BE = EC
(E migdzy A 1 D). F — Srodek tuku BC okrggu opisanego na AABC.
Wykaz, ze B, E, D, F sa wspotokregowe.

PODOBIENSTWO

=~

Zad. 84

Na boku BC punkt D taki, ze BD : DC = 2 : 1. W jakim stosunku
srodkowa CM dzieli odcinek AD?

Zad. 85

W tréjkat ABC wpisano kwadrat tak, ze jeden bok zawiera sig¢
w boku BC trojkata. ZnajdZz bok kwadratu, znajac wysokosS¢ h
opuszczong na BC i dtugos¢ a boku BC.



Zad. 86

Podstawy trapezu a 1 b. Znajdz dtugos¢ odcinka wycigtego z pierw-
szej lini1 $redniej przez przekatne oraz dlugos¢ odcinka réwnole-
glego do podstaw, przechodzacego przez punkt wspdlny przekat-
nych, zawartego migdzy ramionami trapezu.

Zad. 87

W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokoSci AD 1 BE.
Wykaz, ze DC : EC = AC : BC.

Zad. 88

Dwusieczna AD przecina okrag opisany na tréjkacie ABC w P. Wy-
kaz, ze trojkaty ABP i BDP sa podobne.

Zad. 89

Jedna z przekatnych czworokata wpisanego w okrag jest jego Sred-
nica. Wykaz, ze rzuty prostokatne przeciwlegtych bokéw na druga
przekatng sg sobie rOwne.

Zad. 90

Naboku AD réwnolegtoboku punkt P taki, ze AP = %AD. Q — punkt
przecigcia sig prostej AC z BP. Oblicz stosunek AQ : AC.

Zad. 91

Punkty K 1 L dzielg boki BC 1 AC tréjkata w stosunku BK : KC =
1:porazAL : LC =1 : g. W jakim stosunku dziela si¢ odcinki AK
i BL?



Zad. 92

Punkty A 1 B wycinaja z okrggu o Srodku O tuk o mierze 60°. Na tym
tuku punkt M. Wykaz, ze prosta przechodzaca przez Srodek odcinka
AM 1 §rodek odcinka OB jest prostopadia do prostej przechodzace;j
przez Srodki odcinkow BM 1 OA.

Zad. 93

W prostokacie ABCD M i N to §rodki bokéw AD 1 BC. Na prze-
dluzeniu odcinka DC poza punkt D obrano punkt P. Prosta PM
przecina prosta AC w Q. Wykaz, ze <QNM = <MNP.

Zad. 94

Przekatne czworokata ABCD przecinajg si¢ w O. Wykaz, ze AO -
BO=C0O-DO & BC| AD,

Zad. 95

Niech H to ortocentrum w AABC. H, Hy, H3 — spodki wysokoSci.
Wykaz, ze AH - HHH = BH - HyH = CH - H3H.

Zad. 96

Na boki BC i CD (lub ich przedtuzenia) réwnolegtoboku ABCD
opuszczono prostopadie AM 1 AN. Wykaz, ze AMAN ~ AABC.

Zad. 97

Niech B to Srodek odcinka AC. Punkty D 1 E leza po jednej ze
stron prostej AC oraz <ADB = <EBC i <DAB = <BCE. Wykaz, ze
<BDE = <ADB.



Zad. 98

Na dwusiecznej kata prostego w tréjkacie obrano punkt P i po-
prowadzono przez niego prosta, ktéra na ramionach kata odcina

odcinki o diugosci a 1 b. Wykaz, ze % + % nie zalezy od wyboru
prostej.

Zad. 99

Na boku BC tréjkata réwnobocznego ABC jako na Srednicy zbudo-
wano potokrag (na zewnatrz). Punkty K 1 L dzielg p6tokrag na trzy
rowne tuki. Wykaz, ze proste AK 1 AL dzielg bok BC na trzy réwne
czescl.

Zad. 100

Podstawy trapezu to a i b. Wyznacz dtugo$¢ odcinka réwnoleglego
do podstaw dzielacego pole trapezu na pot.

Zad. 101

Wewnatrz okregu o promieniu 15 dany jest punkt M odlegty od
érodka o 13. Przez M prowadzimy cigciweg AB = 18. Na jakie od-
cinki M dzieli cigciwg?

SIECZNE OKREGU WYCHODZACE
Z JEDNEGO PUNKTU

Twierdzenie

Niech okrag przecina ramiona kata o wierzchotku A w punktach B,
CorazM,N. Wéwczas AB - AC = AM - AN.



Zad. 102

Z punktu A poprowadzono styczng do okregu w P i sieczng przecho-
dzaca przez §rodek okregu i przecinajaca gow M i N (AM < AN).
Wiedzac, ze AP = 2AM, oblicz stosunek promienia okregu do AP.

Zad. 103

Z punktu A lezacego na zewnatrz okregu poprowadzono dwie
sieczne przecinajace okrag w B1 C (AB < AC) oraz w M 1 N
(AM < AN). Wykaz, ze trojkaty AABM 1 AACN sa podobne.

Zad. 104

Z punktu A poprowadzono styczng do okrggu w P oraz sieczng
przecinajaca okrag w M i N. Wiedzac, ze AP = 16, AN = 32 oraz
odleglos¢ siecznej od §rodka wynosi 5, oblicz promien okregu.

Zad. 105

Z punktu A lezacego na zewnatrz okregu O o Srodku O i promieniu
R poprowadzono sieczna przecinajaca okrag w M i N (AM < AN).
Na odcinku MN jako na Srednicy zbudowano okrag O, styczny do
odcinka AO w D. Wiedzac, ze AO = m, oblicz AD.

Zad. 106

W tr6jkgcie prostokatnym o przyprostokatnych a i b wysoko$é
dzieli przeciwprostokatng na dwa odcinki, na kt6rych jako na §red-
nicach zbudowano p6tokregi. Jakie odcinki p6tokregi te wycinaja
z przyprostokatnych?



Zad. 107

Okrag przechodzacy przez wierzchotek C tréjkata jest styczny do
boku AB w jego srodku, a boki AC i BC przecina odpowiednio w D

1 E. Wiedzac, ze AB = 12, CD = —g— oraz EB = 9—5\5, znajdz <C.

Zad. 108

W tréjkacie rownoramiennym na ramieniu jako na Srednicy zbu-
dowano okrag, kt6ry odcina z podstawy odcinek o diugosci 6, a z
drugiego ramienia odcinek o dtugosci 3’:,@ (oba lezg poza okregiem).
Oblicz §rodkowg ramienia.

Zad. 109

Dwa okregi o promieniach Rir (R > r) sa styczne wewnetrznie w A.
Przez punkt B obrany na wigkszym okregu prowadzimy styczng do
mniejszego okregu w C. Wiedzac, ze BC = a, oblicz AB.

Zad. 110

Dwa okregi o promieniach R1ir (R > r) sa styczne zewngtrznie w A.
Przez punkt B obrany na wigkszym okrggu prowadzimy styczna do
mniejszego okregu w C. Wiedzac, ze AB = a, oblicz BC.

Zad. 111

Znalez¢ punkt poza kotem o promieniu R taki, ze jest poczatkiem
stycznej do kota 1 siecznej przechodzacej przez Srodek kota, przy
czym styczna jest dwa razy krétsza od sieczne;.



Zad. 112

Okrag o Srodku O i promieniu r przechodzi przez wierzchotki A
i B tr6jkata, przecina bok BC w M 1 jest styczny do boku AC w A.
Oblicz MC, jesli <ACO = a1 <MAB = 5.

Zad. 113

Stosujac tw. o stycznej i siecznej udowodni€ tw. Pitagorasa.

Zad. 114

Stosujac tw. o stycznej i siecznej wykaz, ze odcinki styczne o wspol-
nym poczatku sg sobie rOwne.

Zad. 115

Dwa okregi o réznych promieniach R 1 r s styczne zewngtrznie
w S. W wigkszym okrggu poprowadzono $Srednicg AB 1 z punktéw
A 1 B poprowadzono styczne do mniejszego okregu odpowiednio
w punktach Ci D. Wykaz, ze suma AC? + BD? nie zalezy od wyboru
Srednicy AB.

LINIE SREDNIE W TRAPEZIE
| CZWOROKACIE

Zad. 116

Wykaz, ze pierwsza i druga linia Srednia trapezu polowig sig.



Zad. 117

Wykaz, ze jesli pierwsza i druga linia Srednia sg sobie rowne, to
przekatne trapezu sa wzajemnie prostopadie.

Zad. 118

Wykaz, ze jeSli pierwsza i druga linia Srednia sg sobie réwne, to
punkty 7, T», T3, T4 sa wspOtokregowe.

Zad. 119

W czworokat T1T>T5T4 wpisano okrag. Wykaz, ze trapez jest rOw-
noramienny.

Zad. 120

Wykaz, ze druga linia §rednia dzieli pole trapezu na pol.

Zad. 121

Wykaz, ze pole trapezu jest rtowne iloczynowi dtugosci drugiej linii
$redniej przez sumg odcinkéw prostopadtych opuszczonych na nig
z koricéw jednej z przekatnych.

Zad. 122

Pole trapezu wynosi S. Oblicz pole czworokata 711773 14.

Zad. 123

Wykaz, ze pole trapezu réwne jest podwojonemu 1loczynowi dru-
giej linii $redniej przez odlegtos$¢ Srodka ramienia od tej linii.



Zad. 124

Wykaz, ze pole trapezu jest réwne iloczynowi diugoSci ramienia
przez odlegto$¢ od niego Srodka drugiego ramienia.

Zad. 125

Wykaz, ze punkt E (przecigcie si¢ przediuzen ramion trapezu)
i punkt O przecigcia si¢ przekatnych naleza do prostej 7374.

Zad. 126

W trapezie suma katéw przy mniejszej podstawie wynosi 270°. Ob-
licz dtugosé drugiej linii Sredniej, jesli dlugoSci podstaw wynosza
aib.

Zad. 127

Wysoko§¢ trapezu — hA. Na ramionach jako na Srednicach zbudo-
wano okregi wzajemnie styczne. ZnajdZ promien kota wpisanego
i opisanego w trojkat ABE.

Zad. 128

Wykaz, ze trzy linie Srednie czworokata przecinajg si¢ w jednym
punkcie, dzielac si¢ na pol.

Zad. 129

Przekatne w czworokacie sg sobie rowne. Wykaz, ze pierwsza (lub
druga) linia Srednia przecina je pod tym samym katem.



Zad. 130

W czworokacie ABCD (wypukiym) odcinki 71E 1 ToE, przediu-
zono do przecigcia si¢ z 7374 w punktach K 1 L. Wykaz, ze czworo-
kat 71 KT, L jest rownolegltobokiem.

Zad. 131

Wykaz, ze T\ Ty = 7(AB* + DC* + AC* + BD* — BC* — AD?).

Zad. 132

(Wzér Eulera) Wykaz, ze trzecia linia Srednia w czworokacie ABCD
speinia warunek £ IE% — % (a2 +B2 +c+d*—e* - fz), gdzie a,
b, ¢, d to dlugosci bokoéw oraz e, f to dlugosci przekatnych czworo-
kata.

Zad. 133

W czworokacie ABCD suma katéw przy boku AB wynosi 90° oraz
BC = AD. Wykaz, ze §rodki przekatnych i Srodki bokéw AB 1 CD
sg wierzchotkami kwadratu.

ZASTOSOWANIE TWIERDZENIA
PTOLEMEUSZA

Twierdzenie

Twierdzenie Ptolemeusza. Iloczyn dlugosci przekatnych czworo-
kata wpisanego w okrag jest réwny sumie iloczynéw diugosci prze-
ciwlegtych bokéw tego czworokata.



Zad. 134

Niech X to dowolny punkt na okregu opisanym na tréjkacie rOwno-
bocznym ABC. Wykaz, ze najwigkszy z odcinkéw XA, XB, XC jest
réwny sumie dwoch pozostatych.

Zad. 135

Tréjkat ABC wpisano w okrag. Oznaczmy przez m, n, k odlegto-
Sci pewnego punktu X lezacego na okregu od bokéw BC, AC, AB.
Wykaz, ze f—i =b 4 %, gdzie a, b, ¢ — dtugosci bokéw BC, AC, AB.

n

Zad. 136

Dtugosci bokéw tréjkata ABC tworza ciag arytmetyczny (b > a >
c). Wykaz, ze jeSli na tréjkacie opisaé okrag i przedtuzyé dwu-
sieczng Al do przecigcia z okrggiem w punkcie W, to AI = IW,
gdzie I to Srodek okregu wpisanego (incentrum).

Zad. 137

Wykaz, ze w tréjkacie ostrokatnym suma odlegtosci Srodka okregu
opisanego od bokéw tréjkata rOwna jest sumie promieni okregow
opisanego 1 wpisanego.

Zad. 138

Dowolny okrag przechodzacy przez wierzcholek kata odcina na

jego ramionach odcinki o dlugosciach m i n, a na dwusiecznej o dtu-

gosci I. Wykaz, ze stosunek "3 nie zalezy od potozenia okregu ani

jego promienia.



Zad. 139

Niech ABCDEFG to siedmiokat foremny. Wykaz, ze AIC + AID = AIB :

Wskazéwka: Zastosowaé twierdzenie Ptolemeusza do czworokata
ABDG.

Zad. 140

W tréjkat ABC wpisano pétkole tak, ze Srednica pétkola zawiera sig
w boku BC. F, F» — punkty stycznosci z ramionami trojkata. Dwu-
sieczna kata BAC przecina okrag opisany na tréjkacie w punkcie W.
Dowiedz, ze pole tréjkata S = %F 1Fy-AW.

Zad. 141

Na przeciwprostokatnej zbudowano kwadrat na zewnatrz. Wyznacz
odleglo$¢ wierzchotka kata prostego od Srodka symetrii kwadratu,
wiedzac, ze suma przyprostokgtnych m.

Zad. 142

W tréjkacie ABC punkty A, My, M3, Ly leza na jednym okregu.
Wykaz, ze aV2 = b + ¢, gdzie M, i M3 to odpowiednio $rodki
bokéw AC i AB, L; — punkt przecigcia si¢ dwusiecznej <BAC z BC.

Zad. 143

Proste wyznaczone przez dwusieczne katow A, B i C tréjkata ABC
przecinajg okrag opisany na tym tréjkacie odpowiednio w punktach
Wi, Wz 1 W3. Udowodnij, ze AW, + BW, + CW3 > AB+ BC + AC.

ZADANIA ROZNE



Zad. 144

Niech I — §rodek okrggu wpisanego w AABC, O — Srodek okregu
opisanego na AIC. Wykaz, ze BIO sa wspotliniowe.

Zad. 145

W trapez ABCD wpisano okrag styczny do ramion AD 1 BC w punk-
tach E 1 F, odpowiednio. Wykaz, ze AE - ED = CF - FB.

Zad. 146

W trapezie ABCD dwusieczna <ADC przecina lini¢ Srednig w P,
a podstawe AB w Q. Znajdz <APQ.

Zad. 147

W czworokat ABCD wpisano okrag o Srodku O. Przez wierzchotki
prowadzimy prostopadie do AO, BO, CO, DO, ktére przecinajac si¢,
tworza czworokat KLMN. Wykaz, ze przekatne KM i LN przecinaja
sig w O.

Zad. 148

Na ramieniu kata ostrego obrano punkt A. Na tym samym ramieniu
znalez¢ punkt M, ktérego odlegto$¢ od drugiego ramienia bedzie
rowna AM.



Zad. 149

Dwusieczne katow zewnetrznych wypukiego czworokata ABCD
utworzyly nowy czworokat. Dowies¢, ze suma dlugosci przekat-
nych nowego czworokata jest nie mniejsza niz obwod wyjSciowego
czworokata.

Zad. 150

Bok AD czworokata ABCD jest Srednicg okregu na nim opisanego.
Skonstruowaé tréjkat wpisany w ten okrag o polu réwnym polu
czworokata.

Zad. 151

Wysokos$¢ BD tréjkata ABC przecina dwusieczng CK w punkcie M,
a wysokosS¢ KL tréjkata CKB przecina wysoko$¢ BD w N. Okrag
opisany na tréjkacie CKN przecina prosta AC w P # A. Dowiesc,
ze tréjkat KPM jest rGwnoramienny.

Zad. 152

Niech X dowolny punkt na okrggu opisanym na trojkacie ABC. Wy-
kaz, ze jego rzuty prostokatne na proste zawierajace boki trojkata
sa wspotliniowe.

Zad. 153

Dany jest trojkat réwnoramienny (AC = CB). Na boku AC obrano
punkt D. Na tréjkatach ADB 1 DBC opisano okregi Sp 1.57. Styczna
do §; w punkcie D przecina okrag S» w M. Wykaz, ze CM || AB.



Zad. 154

W tréjkacie ABC na boku AC obrano D i E tak, ze AB = AD1BE =
EC (E migdzy A 1 D). Punkt F' — §rodek tuku BC okrggu opisanego
na ABC. Wykaz, ze punkty B, E, D, F sa wspétokregowe.

Zad. 155

Niech I, O — §rodki okregéw wpisanego i opisanego na trojkacie
réwnoramiennym (AC = CB). Okregi opisane na tréjkacie ABC
i IOA przecinaja si¢ w A i D. Wykaz, ze prosta DC jest styczng do
okregu opisanego na trojkacie /OA.

Zad. 156

Punkt S jest Srodkiem okregu wpisanego w AABC. D1E € AB przy
czym DS || AC1iES || BC. Wykaz, ze obw6d ADES réwny jest AB.

Zad. 157

W tréjkat ABC wpisano okrag styczny do bokéw AB, AC, BCw Cy,
B, A;. Niech K — punkt na okrggu symetryczny do C; wzglgdem
incentrum I. D — punkt przecigcia prostych B;C; 1A; K. Wykaz, ze
CD=Ch,.

Zad. 158

W tréjkacie réwnoramiennym kat C prosty. Na bokach AC 1 BC
punkty M i N takie, ze CM = CN. Z punktéw M i C prowadzimy
prostopadte do AN przecinajace ABw D1 F. Wykaz, ze DF = FB.



Zad. 159

Dwausieczne katéw A i C przecinajg okrag opisany na tréjkacie ABC
w punktach W, i W3. Prosta przechodzaca przez incentrum réwno-
legta do boku AC przecina prosta W1 W3 w P. Wykaz, ze prosta PB
jest styczng do okrggu opisanego na trojkacie ABC.

Zad. 160

W tréjkacie ostrokatnym ABC: AL; — dwusieczna, BH, — wyso-
kosé. Wykaz, ze <CH,L; > 45°.

Zad. 161

Ortocentrum w tréjkacie ostrokatnym ABC nalezy do trzech okre-
gow, z ktorych kazdy jest styczny do jednego z bokéw w spodku
wysokosci. Wykaz, ze pozostate punkty przecigcia si¢ tych okre-
géw sa wierzchotkami trgjkata podobnego do ABC.

Zad. 162

Dany jest czworokat ABCD. Na prostych AC 1 BD wzigto punkty K
1M tak, ze BK || AD1BC || AM. Wykaz, ze KM || CD.

Zad. 163

Cieciwa CD jest prostopadta do Srednicy AB, a cigciwa AE dzieli
promien OC na p6t. Wykaz, ze cigciwa DE dzieli na pét cigeiwe
BC.



Zad. 164

W réwnoramiennym tréjkacie ABC (AC = BC) poprowadzono
dwusieczng BD. Prosta prostopadta do BD przechodzgca przez Sro-
dek okrggu opisanego na ABC przecina BC w E. Prosta przecho-
dzaca przez E réwnolegia do BD przecina AC w F. Wykaz, ze
CE =FD,

Zad. 165

Dane sa dwa punkty A i B. Wyznacz zbi6r wszystkich punktéw X,
dla ktérych tréjkat ABX jest ostrokatny.

Zad. 166

W AABC, w ktérym <B = 60°, dwusieczna kata A przecina bok BC
w M. Na boku AC wzigto punkt K taki, ze <AMK = 30°. Znajdz
<OKC, gdzie O jest Srodkiem okregu opisanego na AAMC.

Zad. 167

Na ptaszczyznie dane sg cztery punkty A, B, C, D takie, ze AC < AD
oraz BC < BD. Wykaz, ze dla dowolnego punktu wewngtrznego M
odcinka AB zachodzi nierd0wnosS¢ CM < DM.

Zad. 168

W AABC poprowadzono S§rodkowa AD 1 <DAC + <ABC = 90°.
Znajdz kat <BAC, wiedzac, ze AB # AC.



Zad. 169

W tréjkacie prostokatnym z wierzchotka kata prostego OpUSZCZOno
wysokoS$¢. Powstaty dwa trojkaty. Wykaz, ze rl + r = 2, gdzie r1,
rp 1 r to promienie k6t wpisanych w te trojkaty.

Zad. 170

Rozwazmy tréjkat, ktérego wierzchotkami sa spodki wysokoSci
trojkata. Wykazaé, ze ortocentrum tego trdjkata jest Srodkiem
okrggu wpisanego w rozwazany trojkat.

Zad. 171

Dany jest tréjkat rownoramienny (AC = BC). Na boku AC obrano
punkt D. Na trojkatach ADB 1 DBC opisano okrggi 57 1.57. Styczna
do S; w punkcie D przecina okrag S, w punkcie M. Wykaz, ze CM
jest rownolegta do AB.

—

Zad. 172

W tréjkat o katach a, B, y wpisano okrag. Oblicz katy w tréjkacie,
ktérego wierzchotkami sa punkty stycznosci.

Zad. 173

Wykaz, ze kwadrat dlugosci odcinka dwusiecznej zawartego w troj-
kacie rowny jest réznicy iloczynéw diugosci bokéw (o wspdlnym
wierzchotku z dwusieczng) i dlugosci odcinkéw, na jakie dwu-
sieczna dzieli trzeci bok.



Zad. 174

Dany jest tr6jkat réwnoramienny (AC = CB). Pewien okrag
o Srodku w O jest styczny do boku BC w B, a do przedtuzenia
boku AC poza punkt C w punkcie D. Wykaz, ze punkt przecigcia
si¢ prostych DO 1 AB lezy na okrggu.

Zad. 175

Niech D begdzie punktem symetrycznym do ortocentrum wzgledem
boku BC. Odlegtos¢ D od boku AC wynosi i, akat C = 45°. Oblicz

pole czworokata ABCD. {7

Zad. 176

Po jednej stronie prostej k leza punkty A 1 B. Na prostej k znalez¢
punkt D taki, ze réznica DA — DB jest najwigksza.

Zad. 177

Na bokach AB, BC 1 AC tréjkata odpowiednio obrano punkty P, Q
1 R tak, ze AP = CQ i na czworokacie RPBQ mozna opisaé okrag.
Styczne do okregu opisanego na tréjkacie ABC w punktach A1 C
przecinajg proste RP 1 RQ odpowiednio w punktach X i Y. Wykaz,
ze RX = RY.

Zad. 178

Wykaz, ze w tréjkacie ABC dwusieczna kata A, linia Srednia rOwno-
legta do AC i prosta przechodzaca przez punkty styczno$ci okregu
wpisanego w trojkat ABC z bokami CB 1 CA przecinajg si¢ w jed-
nym punkcie.



Zad. 179

Na podstawe BC trojkata rownoramiennego ABC opuszczono wy-
soko$¢ AD. Niech M bedzie Srodkiem boku AC. Udowodnij, ze
DB - DM < AB - AM.

Zad. 180

Wykazac, ze w trojkacie prostokatnym dwusieczna kata prostego
jest jednoczesnie dwusieczng kata miedzy wysokoscig i Srodkowa
poprowadzonymi z wierzchotka kata prostego.

Zad. 181

Dany jest tréjkat prostokatny ABC. O jest Srodkiem przeciwpro-
stokatnej AB. Niech K i L — punkty na przyprostokatnych AC 1 BC
takie, ze <KOL = 90°. Wykaz, ze AK> + BL* = KL?.

Zad. 182

Przekatne czworokata ABCD sa do siebie prostopadie. Ponadto
AB < BC < CD. Wykaz, ze BC - AB > CD — AD.

Zad. 183

Przez punkt H dzielacy wysokos¢ trapezu ABCD w stosunku m : p
poprowadzono prosta rownolegla do podstawy AB, ktéra przecina
boki BC i AD odpowiednio w punktach K 1 L. Wykaz, ze KL =

matpb odziea = ABib = CD.

m+p

Zad. 184

Wykaz, ze w trojkacie ABC <HAB = <OAC.



Zad. 185

Dowies¢, ze w trojkacie ABC kat HAC réwny jest katowi OAB,
gdzie H — ortocentrum (punkt przecigcia si¢ wysokosci), a O — §ro-
dek okrggu opisanego na tréjkacie.

Zad. 186

Wysokos¢ 1 Srodkowa poprowadzone z jednego wierzchotka tréj-
kata tworza z bokami jednakowe katy. Srodkowa ma dtugosé m.
Oblicz promien okrggu opisanego na tréjkacie.

Zad. 187

W tréjkacie ABC dwusieczne AD i CE przecinaja si¢ w F. Punkty
B, D, E i F leza na okregu. Wykaz, ze <ABC = 60°.

Zad. 188

W trapezie réwnoramiennym wysokoS¢ jest rowna Sredniej geome-
trycznej podstaw. Wykaz, ze w trapez mozna wpisac okrag.

Zad. 189

Prosta przechodzaca przez Srodki przekatnych AC 1 BD czworo-
kata ABCD przecina boki AD 1 BC w punktach M 1 N. Wykaz, ze

PaaDN = PaBmc.

Zad. 190

Wykaz, ze punkt symetryczny do wierzchotka C wzgledem Srodka
okregu opisanego na trojkacie ABC, Srodek boku AB 1 ortocentrum
sg wspotliniowe.



