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Funkcja wykladnicza i funkcja
e logarytmiczna

Potega o wykladniku rzeczywistym - powtérzenie

1.1. Oblicz warto$¢ wyrazenia (nie uzywaj kalkulatora).

a) V1472 .62 +147% .82 b) 3216-12+216-8+216-7
) V1132 -1122 +/89% —802 d) /666 +8882

1.2. Liczbe x przedstaw w postaci a*, gdzie a jest liczbg naturalng, natomiast w jest
liczbg wymierna.

1 1
a) x=3/16-(0,125) > b) x= 4125°-(0,008) 3
3
(0,5)"-81 81 4412
€) X=—F—o d) X=e—es
216 72
1.3. Oblicz, jakim procentem liczby x jest liczba y, jedli:
15:
1
6" +12. =
e 277 =817 it B a7 BT we 5045 (6)
9% 7  5.6Y 12E 5 o

15
m (1
0,5) | =
(0.5) [3J
1.4. Ktéra z liczb m i n jest wieksza, je$li:
a) m=5%42% n=52-2% b) m=412-9% n=2124 367

1.5. Oblicz warto$¢ wyrazenia. Wynik przedstaw w postaci liczby dziesietnej.

a) (E—Z‘ZJ_I b) (357 +d?2)_1

3
33! -2 r - -2
c) {(Z] -(1,5) } d) _(1,25) _i/;}
1.6. Oblicz: 1 b
a) v9-[(1 5)‘1+9~1'5]—27_§ b) (ﬂ)_&?s:[lgr—(o 125)§
’ 1625 3 '

M T



Matematyka. Zbiér zadan. Klasa 3.

c) 30,375 -%/§+(3‘1 —4{/%] d)

2

125° —(0,2)™

(0,5)°

i kil

(0.2)°

1

+233.233.233

1.7 Oblicz:

o BTG o 2 et
( )(315““ (0,75)-3.[133 s b
(G

; (Je—Jﬁ—x/6+\/E)z

1.8. Poréwnaj liczby:

a) x=10248jy =812

<) x:(zﬁ)zsiy=[6—*/fj

1.9. Uporzadkuj rosnaco liczby x, y, z, t, u, jeéli:

a) X=

= (3‘\1/5)12’ y=

1.10. Oblicz x, jesli:

(0,125)%, y =645, z=128, t=

(E/E)lz

(0 5) 12

,z=814 t= 2435,

)

a) x(€/§+4/5)(3/§—§‘/§)=\/@—\/§

b) 44),25_20,5: X
1
4‘025+(2\/§)3
1
325.5 2

c) ———
(425) 5x

d) [(3—\/5)§+(3+\/§);T- (382)

1
3

~28"
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2 1 = =

[x\/_} [ ] Z{X%"‘V%J d) 8. x4 X3 +8x3
N 83 x+8, & = 2
Y x3=2x3+4 T

Funkcja wykladnicza i jej wlasnosci

1.17. Wykaz, ze wykresy funkcji y = (0,8)* oraz y = (1,25)" s3 symetryczne wzgledem
osi OY.

1.18. Do wykresu funkcji wyktadniczej f(x) = o* nalezy punkt A(-2, 4). Napisz wzér
funkgji f. Naszkicuj wykres funkcji fi na jego podstawie ustal, dla jakich argumentéw
funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od 2.

1.19. Do wykresu funkcji wyktadniczej f(x) = a* nalezy punkt B(%, 4) . Napisz wzér

funkcji f. Naszkicuj wykres funkcji fi na jego podstawie ustal, dla jakich argumentéw
funkcja f przyjmuje wartosci niemniejsze niz 1.

1.20. Uporzadkuj w kolejnosci rosnacej liczby:

o k= () 1= () m= () = () = ()

1—J§ 1J§ 1 11+J§ 10
b) k: — '/: — ’m:3—ln: — ,P=|—=
7 7 7 7 7

1.21. Ponizsze nieréwnosci sa prawdziwe. Jaki zwigzek zachodzi miedzy wyktadni-
kamim i n, jesli:

3 m . 9 m 1 n
2) (g) > (0,6) b) (Ej <[45)

c) (1+f) (

V2 - J”



1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna 5.1

1.22. Wywnioskuj na podstawie ponizszych réwnosci, czy liczba x jest dodatnia,
czy ujemna, jesli:

a) 66=2 b) (0,12) =4 <) (JE)xzo,4
- i 8) _1
d) 10°=5 e) (0,75)=12 f) (3] -

1.23. Wykaz, ze jedli cigg wybranych argumentéw (x,, x,, X, ...) funkcji wyktadniczej
flx) = 7* jest ciggiem arytmetycznym, to cigg wartosci tej funkgji (f(x,), f(x,), f(x3), -..)
jest ciggiem geometrycznym.

1.24. 7Zbadaj parzystos¢ funkcji:

2) fo)=5+ = b) i) =3~ -

¢) flx)=2*+cos x d) flx)= (7"—%) -sin x
e W :3“—1

e) fix)= e X f) flx) ey

*1.25. Funkcja okreslona wzorem f(x) = 9* + 9%, x € R, przyjmuje dla pewnego ar-
gumentu x, warto$¢ réwng 14. Jakg wartosc dla tego samego argumentu przyjmuje
funkcja g(x) =3*+37*?

*1.26. Funkcja okredlona wzorem flx) = & + 4, x € R, przyjmuje dla pewnego ar-
gumentu x, wartos¢ rowng 23. Jaka wartos¢ dla tego samego argumentu przyjmuje
funkcja g(x) = 2¥+ 27*?

1.27. Wyznacz zbiér wartosci funkgji f, jesli:

a) fix)=9~=2+3*+4 b) fix)=-36*-4-6*-5
e I
c) flx)= 2.25X~5 +2 d) flx)= YT 12

1.28. Wyznacz zbiér wartosci funkcji f, jesli:

2 _2"+4
a) fix)= e b) flx)= T
¢) flx) = #ﬂ d) flx)= :Mj

5 +4 (0,25)" +1
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*1.29. Dziedzing funkcji f jest zbi6r D. Wyznacz zbiér wartosci funkcji f, jesli:

2

a) flx)= (%j ,D=(1,2) b) flx)= 2_X2+9l D=(-1,1)
Q) fix) = [?] ,D=(0,3) d) fn=(37) ", 0=(3,5)

Przeksztalcenia wykresu funkcji wykladniczej.
Rozwigzywanie zadan z zastosowaniem wykre-
sow funkcji wykladniczych

1.30. Naszkicuj wykres funkcji:

x-3
a) y=2x"1-4 b) y=-3*+2 c) y:(%j
d) y——[leZ—I e) y=3"+1-2 ) ——[ljx+3
3 b 2

Wskaz na wykresie kazdej funkcji dwa punkty o wspotrzednych catkowitych.

1.31. Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy funkcji wyktadniczych, kté-
re powstaty w wyniku przeksztatcenia wykresu funkcji f(x) = 3%, gdzie x € R. Wybierz
z ramki, znajdujacej sie pod tymi wykresami, wzér funkcji i przyporzadkuj go odpo-
wiedniemu wykresowi.

¥
e o A

416
15
+4




1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

J ) d) [T
1 y=tk y=pt) \ 1,
+2

et
= 1
_____ 20 l0r) 345X C L] HEEEN
=3 T T T T 0 T T T T T
15 w321 10123 45X
1.3 14
[1y=3*+2 2.y=3"" 3.y=3"2-1 ay=—3-1 |

1.32. Wykres funkcji f(x) = 2* przesunieto réwnolegle o wektor U= [2, —1] i otrzy-
mano wykres funkcji g.

a) Napisz wzér funkcji g.

b) Naszkicuj wykres funkcji g.

c) Oblicz wspétrzedne punktu wspdinego wykresu funkcji g i osi OY.

d) Sprawdz, czy punkt A(42, 16%° —3°) nalezy do wykresu funkgji g.

1.33. Dana jest funkcja wyktadnicza f, opisana wzorem f{x) = (gj .

a) Naszkicuj wykres funkcji g, wiedzac, ze g(x) = —f(x) + 1.

b) Napisz wzér funkcji g.

c¢) Odczytaj z wykresu zbiér argumentdw, dla ktérych wartosci funkcji g sa wigksze
od 2.

d) Oblicz warto$é funkcji g dla argumentu —4.

1.34. Naszkicuj wykres funkcji wyktadniczej f(x) = 2%, a nastepnie naszkicuj wykres

funkcji g, wiedzac, ze g(x) = fl-x) — 4.

a) Napisz wzor funkcji g.

b) Oblicz wspétrzedne punktu wspdélnego wykresu funkcji g i osi OY.

c) Sprawdz, czy liczba -2 jest miejscem zerowym funkcji g.

d) Odczytaj z wykresu zbidr wszystkich argumentéw, dla ktérych funkcja g przyjmu-
je wartosci ujemne.

1.35. Wykres funkcji wyktadniczej f(x) = (0,5)* przeksztatcono przez symetrig osio-
wa wzgledem osi OY i otrzymano wykres funkcji g.

a) Napisz wzor funkcji g.

b) Naszkicuj wykres funkcji g.

c¢) Odczytaj z wykresu funkcji g argument, dla ktérego wartos¢ funkcji wynosi 8.

d) Dla jakich argumentow wartosci funkeji g sg wigksze od 4?
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1.36. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres funkcji
wyktadniczej f(x) = a*. Do wykresu funkgji f nalezy punkt

)

a) Napisz wzdr funkcji f.

b) Naszkicuj wykres funkcji g(x) = (%J ? -2.

c) Wyznacz miejsce zerowe funkcji g, a nastepnie odczytaj z wykresu, dla jakich
argumentow funkcja g przyjmuje wartosci nieujemne.

1\/5}

d) Sprawdz, czy do wykresu funkcji g nalezy punkt C[_E' 7—2

1.37. Naszkicuj wykres funkcji i oméw jej wtasnosci.

|x]
1 W,
a) y——(zj b) y=[2%—1]

i X+2
C) y= ‘(g] =i

1.38. Naszkicuj wykres funkcji i oméw jej wtasnosci.
a) y:4|x—1|+1 b) y:2[x|—3
C) y:(0,5)|x—1{—2|x+1| d) y:2]x+2| . 4M

2 d) y=-3"+4

1.39. Rozwiaz graficznie réwnania:

g §
a) 2" l=—Zx+= b) 2 -1l =-2x*—8x-5
2 2 2
1 x=3
c) 4M=5—|x| d) (—) =]1-x?|
3
1.40. Rozwiaz graficznie nieréwnosci:
1 =X
a) (5) <1 b) 22 <5 x

c) (gj 2—x2+3%x—1— d) 2M <3 —|x|




1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

1.41. Rozwiaz graficznie uktady réwnan:

1L x
(3) L
a) b) 3
A I
6. 3
y=2""-1 y=2" 2"
c) 1 d) 3 1
y+—x—3j y=3)=0 =—Xx+3—
( 2 (v-3) 4 4 4

1.42. Zbadaj liczbe rozwiazar réwnania w zaleznosci od warto$ci parametru m (m € R):

a) ¥ l=m+2 b) 4-2-YU=m

=-m?-1 d) 2x=2+x = m2

*1.43. Dla jakich wartosci parametru m, gdzie m € R—{-1, 1}, réwnanie
3 2—-m

O

ma rozwigzanie?

*1.44. Dla jakich wartosci parametru m, gdzie m € R—{-3}, réwnanie

m

A 4 4% L 43X 4 4% 4 | =
m+3

ma rozwigzanie?

Réwnania wykladnicze

1.45. Rozwigz réwnania:

9 1
a) (0,4)*=6,25 b) (0,375)=— c) (0,75=1=
) (0,4) }AOR7RE = = } Gsp=dc

d) (12,25)*=3,5 e) (2,25)*=5,0625 f) (0,8)*=0,512

15



Matematyka. Zbiér zadan. Klasa 3.

1.46. Rozwiaz réwnania:
3 X+5 4 x+1
AR
4 3
2x—4 X+2
ot (1) (8]
6 7

1.47. Rozwigz réwnania:

ik

a) (0,8 =(£j“

¢) (0,51 :(élﬂm

1.48. Rozwiaz réwnania:

a) [z)x z(ll\]X+X
3 2

q (ZE) T

81

1.49. Rozwiaz réwnania:

a) 813 6X=3xz
27

6x+6 Lo 3
o) (344‘/2) =83

1.50. Rozwigz réwnania:
1

a) (05 22= =

4 x*+5x 9 x=2 p
o (5) &) e

25 b 3x—12
b) [7] =(04)

3x-4
d) (lj :82x+1
2

2x=2

b) (0,75) = [%) ‘

1

d) (%/g)x —32x+1

b) 27X =3px+1

3
d) 3_:9X7X
81

b) (25\/3] :5x2+10
0,2
¥ 6x7+12x

9 [ﬂJ ()"
81

X =x X—1
b) (1] -8X=2
2 8
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1.51. Rozwiaz réwnania:

) 2x3 e 42 2 by L . (lsz
(%/E)l (\/E)Zx (%)4X+4 3
o) (0,5) - 4" %= d) (05 _ 1

X

(0,125)" 2*

1.52. Rozwigz réwnania:

1 3 3x-9 3x—1
a) {/4"-(0,125)x = 4ﬁx b) 27 §/(0,25)ex =1
(+2)

X 5 9-x-1 4+ ./9—x

¢) y(0,25) & =2Vx1-4 d) [Ej = (0,4) o5
1.53. Rozwiaz réwnania:

1 X
a) [—j =24 b) 3¥*2=25.5%

2
C) 32x+5,3—x+1:2x+6 d) 5x+2_72x+4:21x+2
e) 25x—1_33x—1:6x+8.4x f) 93x+2 .510x+4:153x+2' 252x
1.54. Rozwigz réwnania:
a) 22l_gr-i=14 b) 3*+1-3x_3x1-15
c) 8-5+7-5"1=22 +5x+1 d) 7.4 -2%+1=26+7.4%1
e) 3%+ 2. 3%+ _gr f) 5-2%48—2.4%=16

27
1.55. Rozwiaz réwnania:
2Jx-1-1
a) 4m+1—4 Z 1 =7 b) 3{X+1!+1_5 ) 3|x+1|71:12
x-3 —X 12

2 i 24— X
&) 2T T B T T =26 d) 2 —5-6} =11
1.56. Rozwigz réwnania:

1 2x 1 X
a) (5) == (Ej +27=0 b) 7%+4.7°-5=0

2%4+5.2*46=0

Q.
—

o (3] -2ues (2] =
5 5

17
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1.57. Rozwiaz réwnania:
a) 4% _7.4%4+14.-4#-8=0

1
c) 9%—9 2-3*13=0

1.58. Rozwigz réwnania:
52 -2

a) =

+3 x-3

\) 3* -2 2 5 14 |

*1.59. Rozwiagz réwnania:

a) 2+Bf +(2-B)=4
\&)\( 2+‘/§)X+( 2—\/§)X=4

1.60. Rozwiaz réwnania:
a) 2%—4.2+10°—4-5=0

\QL¥3X, 2x+1_16 5 3x:2x+4_22x+1

1.61. Rozwigz réwnania, gdzie x € N,:

a) 51+3+5+7+,.,+(2xA1) — (0 2)100~20x

5 24+4+6+..+2x 5 12
) -(3)

1.62. Rozwiaz réwnania:

\:) K+ 41 24 = N2

UJII-—‘

1.63. Rozwiaz uktady réwnari:

X iy
| 27" =9 . 3%.5Y =75
a X

< 3¥.5" =45

b) 23x_22x+3_2x+4+128:0
d) 5%-7-51+%4+11.524%-625=0
b) +21-x=1
2=2
. 3 e —
Ry e . g et -

d) ( 7+\/E)X+( 7—x/Z§)X=14

b) 6¥—9.2¥—15*+9-5*=0
1 X

d) 5% 24— 0 =5¥+34125. 2%
25

2 3+6+9+...+3x
b) |= =i{1,5)
)(J (1:3]

41+S+9+13+...+(4x—3) =64

o

_ V100-5% +5

b) 5% +5 2+ 5"+

24
3 +3 =28 32" =77
L ey d 5 o«
~ 13 =27 32_2y:7
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Nierownosci wyktadnicze

1.64. Rozwigz nieréwnoéci:

a) 25*< L
5

9 (Ej o1
2
1.65. Rozwigz nieréwnoéci:

AR
a) (3) <(1,5)

[x+2| 3
c) (ij > (23/2—)

16

1.66. Rozwiaz nieréwnosci:

x-1 4x+8
a) g 16t <[ L
64 4

c) 8. (o,5€/§)3x+3 > (0,25)*2

1.67 Rozwiaz nieréwnosci:

59 2x+3 22)(+3 g
2 (2] (2 s

x=2 x=2 2x+5
& () <)
25 8 2

1.68. Rozwiaz nieréwnosci:

X*—9x+17,5 8
a) (0,5 T —
sy L
2
c) Sl <i
1e 64
42

7
b) (0,6)22=
) (0,6) 5

b)

d)

b)

() <

(0,4)-61< 2,5

BRCRCA

-3 1
[i)* L5246 cgo52"

19
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1.69. Rozwigz nieréwnosci:

1 é 2x-3
X 2 \x 2 1)«
g [2P=2 b) (—j <3 0) [—) <81
9 9 3 8
Ly m 3 4x—23 49
X+
d) —>(2,5)x1 ) 47 £ f) [—j _4?
1.70. Rozwiaz nieréwnosci:
K+2 x+1
4(2 4(2 8
a) 2¥+5420+445.20+2.¢34 b) = —j +—(—j &=
3\3 93 9
c) 3%+1_4.27x-149lx-180 d) (0,4)*3+(2,5)*2<3,5
1.71. Rozwigz nieréwnosci:
a) 2%*1-17-2*+8>0 b) 3#*2_2:3%%2_127<0
5 8x 2 4x
c) 8(5) —30-(5] +2720 d) 16¥+3.2%*14+8<0
1.72. Rozwiaz nieréwnosci:
a) 8%—3.8%_6.8°+820 b) 5%—2.5%_5x+1_50>0
1 3x 1 X2
€) 31%—11.3%4+19.3%-9>0 d) [Ej +64<[5j - (1+227%)
1.73. Rozwigz nieréwnosci:
a) 5}x—2|s (\/g)x—z b) 161x+21 . 16|x—3]£2x+31
X |x + 3|
9 1 12 —x| X —
c) 3|X+1|S§m d) (Ej - §l2=4 5 -1
1.74. Rozwiaz nieréwnosci:
a) 2%+ 10¥> 6%+ 15% b) 6*—3.5%< 10— 3*+1
c) 6¥—9.2x-8-3*+72>0 d) 10*—4-5*<125-2*-500
e) 12x—8-3*>24*—-8 . 6" f) 6¥+3.-7<21¥+3.2%
1.75. Rozwiaz nieréwnosci:
2
a) 2225 3 b) 7¢-% <3%-6

c) 131434 2%.7%<1 d) 6*+4—3%. 2% 8%
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1.76. Dane s3 funkcje f,(x) = 5% + 2% oraz f,(x) = 5*~*+ 2**2 okreélone w zbiorze

liczb rzeczywistych. Rozwigz nieréwnosc f,(x + 2) > f, [ﬁj :
2

1.77. Dane s3 funkcje f,(x) = 4*+3 -7 - 3**2 oraz f,(x) = 3% *2 — 5 . 4% okreélone

w zbiorze liczb rzeczywistych. Rozwigz nieréwnosé f, (x — 2) Zfz(ﬁj .
3

1.78. Rozwiaz nieréwnosci, jesli wiadomo, ze x € N.,:
a) 0,72 +4+6+..+2x > (0'7)12

=9
b) 4 53+6+9+..+3x < (zj
’ ~ 9

c) 21.26.21. .24 <gs
2 5 8 1 (3x-1) 6x
o (2@ @ (1 (2
6 6 6 6 6 36
1.79. Rozwiaz nieréwnosci z niewiadoma x:

I d 1; x+1
It—t—t .. +—%

by 5 3° 7 3 7 >135 x

1+1+i+i+,..+-1-+,.. [x+1]—]x]|
8 4 16 64 4" 16
0 | = 2| =
27 81

1.80. Rozwigz nieréwnosci:

a) X421 4 24 <2.43.2" 44

b) ;5% 40,54 40,5 2o s 32 Gj 2

X+1

+1
C) 2%+ 45+ 8+ .. <

2

(-3 oo
3 9 27 81
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Zastosowanie réwnan i nieréwnosci wykladni-
czych w rozwigzywaniu zadan

1.81. Wyznacz wartoé¢ parametru m (m  R), dla ktdrej liczby 27, 2°™ —47,2™ + 18
sg kolejnymi poczatkowymi wyrazami nieskoriczonego ciggu arytmetycznego (a,).
Dla wyznaczonej wartoéci parametru m podaj wyraz ogdlny tego ciggu.

3% 471

3)(

1.82. Dla pewnej wartosci x liczby: 3* + 2, , 3% — 54 sg trzema kolejnymi

poczatkowymi wyrazami nieskoficzonego ciggu arytmetycznego. Wyznacz x oraz
sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw tego ciggu.

N, 1
h3 Dla pewnej wartosci x liczby: PEIPTL 2x—1, 16*— 13 sg kolejnymi poczatko-
/ N +

wymi wyrazami nieskoriczonego ciggu geometrycznego (a,).
a) Wyznacz x.
b) Napisz wyraz ogolny ciggu (a,).

'.‘.Wyznacz te wartosci parametru m (m € R), dla ktorych liczby: 4 - (2™ + 1),
18- 2™ -2, 9(2™ + 1) s3 kolejnymi poczatkowymi wyrazami nieskonczonego ciggu
geometrycznego (a,). Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw tego ciggu.

1.85. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m (m € R), dla ktérych réwnanie

m-3
X2+ 4x| = (5) ma dwa rozwigzania ujemne.

;,86. Dla jakich wartosci parametru m (m € R) réwnanie

x+6| (1) _
—= - , gdzie
X+3 4
x #—3, ma wiecej rozwigzan ujemnych niz dodatnich?

% Wyznacz wszystkie wartosci parametru m (m € R), dla ktérych réwnanie
%2=(2m—1)x—3- (4™~ —2m-2) =0 ma dwa rozwigzania rzeczywiste réznych znakow.
1.88. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m (m € R), dla ktorych réwnanie
4* + (m—2) - 2+ 4 =0 ma dwa rézne rozwigzania.

\1/Q9 Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m (m e R), dla kt6rych réwnanie
32=92(m—1) - 3*+ m+5 =0 ma jedno rozwigzanie.
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1.90. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m (m € R), dla ktérych réwnanie
(m+1)-49+2(m—3) -7+ m—1=0 nie ma rozwigzan.

1.91. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m (m € R), dla ktérych réwnanie
X4 2x-1 4 x=24 | =2%-14+ mma jedno rozwigzanie.

1.92. Dla jakich wartosci parametru m (m € R) rownanie
A
14 24 =m— it 42 nie ma rozwigzan?

v 4

93. Rozwiaz réwnanie:

/a )

+20082X 165in2X =9 w zbiorze <—TC, TC>
Y 1
b) 4%* =80-2* w zbiorze _—35'3—71 =2
2 "2 2 2

1\&& Rozwigz nierdwnos¢:

\/ N

) " 1

a) 4-3"*-9 < ——— wzbiorze R

3c052x
Sin(Z'X] T T n 37w
b) 3.4 Yzcosx _2®X .1\ zbiorze (7,Eju(—,—j

Logarytm - powtorzenie wiadomosci

1.95. Oblicz:
a) log, 81 b) log,128 c) logy729 d) Iogzz
3 3
e) log,1 f) log, 64 g) Iogsi h) log, 16
3 216 2
1.96. Oblicz:
a) log, ;16 b) log%9\/§ c) Iog15\/§ d) Iog136{‘/g
5 6

e) Iog_ﬁzﬂ/g f) Iog1163/5 g) Iog5125\/§ h) Iog3‘5813/§
2
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1.97. Oblicz:
27

Y243

) log, 2535
125

a) log,

b) log 256\/5 c) log 812/?:
1~ af A
1 L5

e) lo 3@ f) lo 336

gl \/g gs
4 216

1.98. Oblicz wartos$¢ wyrazenia:

a) log,48 —log,3

1
c) 2Iog1\/§ + log; 5=
: 173
2 2
e) log,4—2log, 3
3 3

b) log, 1 +log,2
6 3

d) (logs16 — log80)*

f) log ;50— log ;; 25

g) log, 4+ log, 6—log, 8
3 3 3

1.99. Oblicz warto$¢ wyrazenia:
a) 3log,,2 —log,,3 - 108,125

c) log,9 - log,128

1.100. Oblicz:
a) 3Iog32 b) 1001 +log5
%Iog516

e) 5

1.101. Wyznacz x, jesli:
a) log,8+x- log ;3= log 1

b) (2x—3) - log,16 = log,18 —log,9

f) 16Iog2 V3+ 0,25

h) 2log, 8-3log ;9

4

b) % logs4 - log,30 — logs6
d) log, 3 -log,7 - log,625

5

3.
C) 8Iog25—§ d) 4'—1+|ng3

) 1jlog50,25+1 h) (4jlog§5—;
. 5 9

c) Iog3i —-X Iogﬁ4=(x+ 1) - log 100
27

d) (x+2)- [Iog3%+log3 21:\ = log, 4!

1
e) log3*~1-3 Iogﬁg =x-log, 8

2

f) 2x-logs25—(3x+2) - log,0,5 =log,48 — 2log,;4
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1.102. Wykaz, ze liczba:
1 1
+
log,6 log;6

c) 108553 - logy 36 - logy5

jest liczbg naturalna.

b) 102+0,5Iog 16

d) Iogth Iogth . IogtgE
6 4 3

1.103. Wykaz, ze liczby m i n s réwne, jesli:
m = logslogs §/3/3/5 i n=log,log,./4/2 .

1.104. Wykaz, ze liczby k i s réwne, jesli:

k= 3'08936 .10t-log2 | = 8'034%/5 . 10log 2 +log5_

1.105. Wykaz, ze:

1-log; 3
a) & =log,3
(log, 3+log;2+1)-log, 3
log,7+log,2+2)-log, 2
c) (log, 8;2+2)-log, =log,14

log,2+1

1.106. Wiedzac, ze:
a) log,2 =a, oblicz log,13,5

4
c) log,7 =a, oblicz log,5 T

1.107. Wiedzac, ze:
a) logs2 =ailogs7 = b, oblicz log,,:28
c)log;2 =ailogs5 = b, oblicz log,,,225

*1.108. Wiedzac, ze:
a) log,,2=ailog,,5=b, oblicz log,50
c) log,,3=ailog,,5=>b, oblicz log,1125

8+log> 5 1o 1

b) S
log; 16 +log, 52 log”2

(IogéZ—l) -log, 5 5

&

log,5+log.2+2 5

b) log,5 = b, oblicz log,400

d) log;2 =a, oblicz log16

b) log,2 =a i log,5 = b, oblicz log,,0,8
d) log,3 =ailog,5 = b, oblicz log,,200

b) log,20 = a i log,15 = b, oblicz log,360
d) log,30 =ailog,36 = b, oblicz log 9
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Funkcja logarytmiczna i jej wlasnosci

1.109. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = log,x i oméw jej wtasnosci.
a) Oblicz wartoéé funkeji f dla argumentu $/94/9..
b) Oblicz argument, dla ktérego wartos¢ funkceji wynosi —0,5.
1.110. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = log, x i omdw jej wtasnosci.
4
a) Odczytaj z wykresu, dla jakich argumentéw wartosci funkcji f sg wieksze od 0,5.

b) Sprawdz, czy do wykresu funkgji f nalezy punkt A((3 - 2\/5) . (3 + 2x/§), 0).

1.111. Liczba rzeczywista p nalezy do przedziatu (k, k + 1), gdzie k jest liczba catko-
witg. Wyznacz k, jesli:

a) p=logs5 b) p= Iogl3 c) p=log,s7 d) p= |0g14
2 3

e) p=logs21 f) p=log,5 g) p=Ilog,50 h) p=log, 19
8 3

1.112. Okreél, czy podana liczba jest dodatnia, ujemna czy réwna zero, jesli:

log, 3+logs 5

log, 7 b) 3
log, 3+log, 8 log, 15

2 3 2

V2

logs~/2 —log, 6 B log, /3 +log, El
Iog1 11—-log, 17 logsx/ﬁ—loglx/g

3 3 3

1.113. Liczby a i b nalezg do zbioru R, — {1}. Poréwnaj liczby a i b, jesli wiadomo, ze
ponizsze nierdwnosci sg prawdziwe:

a) log,5>log,5 b) Iogal <Iogb_1_
2 2
c) log,./2 <log,\/2 d) log,0,75 > log,0,75

1.114. Rozwiaz nierdwnos¢ liniowg. Wskaz dwie liczby catkowite, ktére nalezg do
zbioru rozwigzan tej nieréwnosci.

a) (3—log,5)x>2 b) xlog,3 <2 —xlog,5
c) xlog, 4<1+ 3%%.x d) xlog, 5>-x—3
3 2
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1.115. Wyznacz dziedzine funkcji f, jesli:

a) f(x) = log, (3 - 2x) b) f(x) =log, X

3 1-x
c) f(x)=log s (x*+5x +4) d) f(x)=logs(x*—x?)
e) f(x)= Iog1 (x*—4x+4) f) flx)= Iogz (4% -8

1.116. Wyznacz dziedzine funkcji f, jesli:

a) f(x) = log, . 1(4 —x?) b) f(x) = log . (3 —x)

¢) f(x) = log._, (x*— 2x—3) d) f(x) = log,(2* - 16+2)

e)f(x)=log, ;X f) f(x) = log,_y(x* — x* + 3x — 3)
x+1

1.117. Wyznacz zbiér wszystkich wartosci parametru m (m € R), dla ktérych dzie-
dzing funkcji f jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych, jesli:

a) f(x) =log,(x* + 3x—2m) b) f(x)= Iogg (x> +mx+1)
3
c) f(x)=log(mx*+4mx+m + 3) d) f(x)= Iog[(m2 +m—6)x2+(m-2)x+ 1]

1.118. Wyznacz zbidr wszystkich wartosci parametru m (m € R), dla ktérych funkcja:
a) f(x)=log,,,_;X jest rosngca b) f(x) = log, . x jest malejaca

c) f(x)=log,_x jest rosnaca d) f(x) = log,,  .x]jest malejaca.

*1.119. Wykaz, na podstawie definicji, ze funkcja f okreslona wzorem:
a) f(x) =logyx jest rosngca w zbiorze (0, +o0)

b) f(x) = log, x jest malejgca w zbiorze (0, +w)
3

¢) f(x) =log,x jest rosngca w zbiorze (1, +0)

d) f(x) = log,?x jest malejgca w zbiorze (0, 1).

*1.120. Dziedzing funkcji f jest zbiér D. Wyznacz:
1
a) najmniejszg warto$¢ funkcji f(x) = Iog\E (x*+2x+3),jesli D= <—15, O>
b) najwieksza wartos¢ funkcji f(x) = log,(8 — x?), jesli D=(1, 2)

¢) najmniejszg warto$¢ funkcji f(x) = log, (x> + 4x + 4), jesli D=(-1, 2)
2

d) najwiekszg wartos¢ funkcji f(x) = Iog\/_;’ (x*> —4x), jesli D=(-2, -1).
3
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1.121. Wykaz, ze:
a) funkcja f(x) = log,(1 — x) —log,(x + 1) jest nieparzysta

2_
b) funkcja f(x) =x3log—l jest parzysta
2+x
c) funkcja f(x) = log,cos 2x jest parzysta
d) funkcja f(x) = Iog(x+ V1+x? )jest nieparzysta.
1.122. Wykaz, ze jesli wybrane argumenty Xy, X,, X, ... funkcji f{x) = logyx tworza
ciag geometryczny, to wartosci funkcji log,x,, logx,, 10g;X,, ... tworzg cigg arytme-

tyczny.

1.123. Sprawdz, czy funkcje fi g sa réwne, jeéli:

a) fix)= Iog1 (x—2)+ Iog1 (x+2) i g(x) = Iogl (x*—4)

b) f(x) = log,(x— 1) —log,(3 — x) i g(x) = log, 1 =%
x-3

0 f=log® 1 gl0=log

d) f(x) = log x* i g(x) = 4log x.

Rozwiazywanie réwnan, nieréwnosci oraz ukla-
déw réwnan z zastosowaniem wykresu funkcji
logarytmicznej

1.124. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = —log,(x + 2).
a) Podaj dziedzing funkcji f.
b) Oblicz warto$¢ funkcji f dla argumentu 25.

2

c) Sprawdz, czy do wykresu funkgji f nalezy punkt A [\/5 log, [1—7D .

1.125. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = log, (x+3) - 1.

a) Podaj dziedzing funkcji f. :

b) Oblicz wspétrzedne punktu wspdinego wykresu funkeji f i osi OY.
c) Oblicz warto$¢ funkcji dla argumentu 6. Odczytaj wykresu, dla jakich argumen-
téw wartosci funkcji f s3 wieksze od 3.
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1.126. Na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkcji y = g(x), ktory powstat
w wyniku przesuniecia réwnolegtego wykresu funkcji logarytmicznej f(x) = log,x
o wektor U = [1,-3].

AY
+4
+3
+2!
T1 =gl

! { Il 1 1 | W

T T T =)
8 9 10111213 X

a) Napisz wzor funkgji g.
b) Upewnij sie, wykonujac obliczenia, ze punkty A(2, —3), B(3, —2), C(5, —1) oraz
D(9, 0) nalezg do wykresu funkcji g, a nastepnie odczytaj z wykresu:
— dla jakich argumentéw funkcja g przyjmuje wartosci z przedziatu (-3, 1)
— dla jakich argumentéw wartosci funkcji g s3 mniejsze od —2
— dla jakich argumentéw wartosci funkcji g s dodatnie.

1.127. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = log,(—x) — 2.

a) Podaj dziedzine funkcji f.

b) Podaj wspétrzedne punktu wspdlnego wykresu funkcji fi osi OX.
c) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci ujemne?

1.128. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 1 —log,(x + 3).

a) Oblicz wspdtrzedne punktéw wspdlnych wykresu funkeji f z osiami uktadu wspot-
rzednych.

b) Odczytaj z wykresu, dla jakich argumentéw wartosci funkcji f sy wigksze od 1.

c) Sprawdz, czy punkt A(4'°g2‘/§, —2) nalezy do wykresu funkcji f.

1.129. Naszkicuj wykres funkcji fi omow jej wiasnosci:
a) flx) =|log,(x +4)| b) f(x) = log, |x| ) flx)=

2

log, [x+ 2|I
3

1.130. Naszkicuj wykresy funkcji: f(x) = % log,(x* — 6x + 9) oraz g(x) = log,(x — 3).

Podaj dziedzine funkcji fi dziedzine funkcji g.
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1.131. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = log, % Podaj dziedzine funkcji f. Rozwigz
=X+

graficznie nieréwnosc f(x) > -3.
1.132. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = logs(2x — x?) — log,(2 — x). Podaj dziedzine
i zbidér wartosci funkcji f.

2
1.133. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = log, X = - Podaj dziedzine i zbiér wartosci
funkeji . x-2

1.134. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzine i zbiér wartosci funkcji f.

a) fx)= V10°° b) f(x) = X%

logs(x*—2x+1 log., x
) £ = (+3) d) fix)= 22X
logg x
1.135. Rozwiaz graficznie réwnania:
a) log,(x—1)=4—-x b) logy(x+2)=x>—2x+2
c) Iog1x+%|x—1|:0 d) log,x|=1—x?

3
1.136. Rozwigz graficznie nieréwnosci:
1 1
a) log,(x—2)—1>4x—x? b) ]Iog3x|>5x—25

i
c) 1—loglx>; d) |logglx|| = |x| — 4
2

1.137. Rozwiaz graficznie uktady rownan:

y=—|x-2|-2 1Y
a) b) V712
y=log,(x+2) 2
2 y =logy x
y:§X+3E y =|logs(x—1)|+1
c) 7 7 d) 2
y =log, (x+4)+2 y=—(x-10) +3
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Réwnania logarytmiczne

1.138. Rozwigz réwnania:

a) log,x=10g,(3 —x)

1
c) log,— =log, 4
3 3

e) Iogl(l —x%).= Iogl(x— 5)

5 5;

1.139. Rozwigz rownania:

a) log,(x—1)=3

d) log, (x+2%) =—2

3

1.140. Rozwigz réwnania:

a) log,(x*—4)=1

c) log,(x*+1)=-1
7

1.141. Rozwigz réwnania:

a) |og3(3_1j =2
X

1
c) log, (—+3) =2
5 X

1.142. Rozwigz réwnania:

a) log,27=3

d) log,25=-2

1.143. Rozwigz réwnania:

a) log, ,2x=2

d) log(6x—9)=2

b) log,(3 —x) = log,(x —6)
d) logyx® =log,(x +2)

2 —_—
x-1

f) log, log,(4 —x)

b) log(x+2)=2 c) Iogl(%x—zljz—z

e) log,(3—x)= %

b) Iogl(xz— 1)=-1

3
d) logy(x*+5)=2

b) log4(1—2j =1
X
d) log, (4—3] =3
X

b) log,81=-2 c) log,64=2
1
e) log32=5 f) log10= 5
b) log, 4x=2 c) log,(4x—1)=2
=x+1
2

e)log,. (4x+1)=2 f) log,, ., 30x=2
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1.144. Rozwigz réwnania:

a) log, ,(3x—1)=3 b) log, ,(2x*+4x—6)=2
c) log,(4x*+x—4)=3 d) IogXXJr2 = 1]

X
e) log.(x+2)=1 f) log, .16=2

1.145. Rozwiaz réwnania:

a) log,(logsx) =0 b) log,(log,x) =1
c) log[3 +2log(1+x)]=0 d) log,[1—logs(x+4)]=1
e) logy[3 + log,(log,x + 10)] = 1 f) log,{1+log,[1+log,(x+3)]} = %
2
g) log,[7 + logs(x* +9)] =2 h) log, logg X —2x _p
2 X—3

1.146. Rozwigz réwnania:

a) log,(x+3)—2=log,(x—1)—log,8

b) log(x—3) —log(2 —x) = log(x*—4)

c) log5+log(x+ 10)=1—log(2x— 1) + log(21x — 20)
d) logs(3x—11) + logs(x —27) =3 + log.8

1.147. Rozwiaz réwnania:
a) 2log,(x—5) —log,4 = log,(3x — 20)

b) log/5x—4 +logvx+1 =2+10g0,18

c) —;— log(x—5) +log~/2x—3 =log30-1

d) log,/x + %Iog4(x+4)= %

*1.148. Rozwiaz réwnania:

a) log,x*—2 =2log,(x + 1) b) log,(x* + 10x + 25) = 2log,(3 —x) + 4
1 1
c) log,(x*—2)— % log,(x—3)*=1 d) log,(x*—1)— 5 log,(x—4)*=1 3

*1.149. Rozwiaz réwnania:
a) log(7x —9)? + log(3x —4)?=2 b) 2log,(x—2) +logs(x—4)*=0
c) log,(x+ 1)+ log,|x+ 1| =6 d) log(x—5)?+ log(x +6)?>=2
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1.150. Rozwigz réwnania:
log x

log(x+1) i

Iog(9 —x3)

log(3—x)

1.151. Rozwiaz réwnania:
a) log,x + 2log,x—8=0

2
c) (log,x —3)log,x + = (logx+1)=0

e) log,*x + 2log,x+3=0

1.152. Rozwigz réwnania:

=logx+1
logx-1

c) log’x+logx+1=
logx—1

1.153. Rozwiaz réwnania:

a) IogX\/g + log,(5x) — 2,25 = (Iogxx/g)2

c) log,2 - log,,2 =108,,,2
e) logex + Iog£x+ log, x=5

25

1.154. Rozwiaz uktady réwnan:
) log, x+log, y=1+log, 9
a
X+y—20=0

log, x=log, y
c
2log, x +log,y=3

b)

d)

b)

f)

b)

d)

O

)
d)

log x* 4
log(6x —5)

log(2x—19)—log(3x—20)
log x

=—]1

log,?x —6logx +5=0
log3x + 2log®x — logex—2=0

log,*(x — 1) + 3log,A(x—1)-4=0

1 2
—+ =t
5-logx 1+logx
1+log(x—1) P 1 B
1-log(x—1) 1-log(x—1)

log,10 + 2log,,,10 — 3108,4,,10 =0

2log,3 - log, 3= Iog9&3
log,8 —log,,8 = log,,16

logx+logy=3
logx—logy=1

log, (1+£J =2-log,y
d) y

log, (xy)=1

33
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Nierownosci logarytmiczne

1.155. Rozwiaz nieréwnosci:
a) log,(x—1)>2

d) log, (3x—4)<-2
5

1.156. Rozwigz nieréwnosci:
a) log,|x—3|>1
3
d) log,x—7|=0
4

1.157. Rozwigz nieréwnosci:
a) Iogﬁ(x2—5x+ 6)<2

c) log, (x¥*+2x+1)2>0
2

1.158. Rozwigz nieréwnosci:

a) logc,,25

2—X SX——

1.159. Rozwiaz nieréwnosci:
a) log?x—2log, x—3<0
2 7

c) log,*x —7log,’x + 14log,x—8>0

1.160. Rozwigz nieréwnosci:
1 2

J’_
5—-logx logx+1
1 al
>
log, x—4 log, x

1.161. Rozwigz nieréwnosci:
a) logyx - log, x < log, 81

5 5
c) logyx - log, x> log, 5

3 3

b) logy(2—x)<1

e) Iogﬁ Bx+1)<4

b) log, x+2|>-2

e) log,|x—-1|>1

+1
F=1 b) Iogli—1 <0

c) log, (2x+5)> -3
3

f) Iogﬁ 3=x)=2-2
3

c) log, [x+5/<-3
2

f) logslx +2|<2

b) log, (5+4x—x?) > -3
9

d) logy(x*—4x+3)<1

X+2 59
1-x

c) logg

b) —2log,2x + 3log,x—1>0

d) Iogix—3log21x— log, x+3<0

3 3 3
1 1
b) <1+
log, x log, x—1
1 1
>0

logy x -2 - log, x

1
b) log, x- log, x< log, —
2 3 316
d) log, x - log,x < log,37%®
3
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1.162. Rozwiaz nieréwnosci:

a) Iogl [log,(x*—5)] >0
3

2
-2
c) log, Iogs———x - <0
5 x—3

1.163. Rozwiaz nieréwnosci:
a) log, x>log3-2,5
3

c) log, 8+log, 8<

- 2 log,x* -4
1.164. Rozwigz nierdwnosci:
a) log,_,03>0

X+5

c) log, (x+3)<1

1.165. Rozwiaz nieréwnosci:

log, x*

1+2
b) Iogl(logz——xj >0
5 1+x
2

X+X .
x+4

d) logy;logg

b) log,(x—1)—log,(x+ 1)+ log,,,2>0

*=1

d) log,2 - log,2 - log,4x>1

b) log,,, x* <1

35

2) log,x + logy2x + log®x + .. < 1

b) log, (x+ 1)+ log? (x+1) + log} (x+1) +..>1
2 2 3

1
c) loggx + logg®x + loggx + ... < =

d) (1-logx)?+(1—logx)®+(1—logx)*+..<3logx—-1

1.166. Wyznacz dziedzine funkcji f, jedli:
Iog(9—x2)

a) fix)=log,, s(x*—4) + v6—2x b} fix)= ~

o) f(x) = log,[1 - log, (x* - 5x + 6)] d) fix)= [log, —
5 2 X -

1.167. Wyznacz zbiér tych wszystkich argumentéw, dla ktérych funkcja

fix) = log, (2x + 1) przyjmuje mniejsze wartosci niz funkcja g(x) = log, (16 —x%) + 1.
5 5

#1.168. Dla jakich argumentéw wartosci funkcji f(x) = log*(100x) — log?(10x) sg
mniejsze od wartosci funkcji g(x) =9 — log x?
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1.169. Dla jakich argumentéw wartosci funkeji f(x) = logyx + log 7 x + log, X sq

mniejsze od 67

3

1.170. Dla jakich argumentéw funkcja f(x) = log,(x + 7) przyjmuje wartosci wigksze

niz funkcja g(x) = log,(x + 1)?

Réwnania i nieréwnosci
logarytmiczno-wykladniczo-potegowe

1.171. Rozwiaz réwnania:
a) log,(4*+4) =log,(2*** + 3)
c) log,(12—-2)=5-x

1.172. Rozwigz rownania:

a) log,(9 " 1+7)=2+log,(3* 1 +1)

b) log,(9 —29) = 2583~

c) log,(25¥+3—1) =2+ log,(5***+1)

b) log,(3*+8)=2—-x
d) log(10%*+9)=x+1

d) logg (3xz+1) - |°36(32_XZ+9) =loge2 -1

1.173. Rozwiaz nieréwnosci:

2 Iogl(xz—5x+ 8)
a) (—j ! <2,5
5

3x=1
Iogz3x+2
c) 0,3 > |

1.174. Rozwiaz nieréwnosci:
a) log,(3**1+1) > 1+ log,(9*-2)

C) |Og0’1(4x2+4x __2x2+4x __2) 5

1.175. Rozwiaz réwnania:

3
2log® x—=logx
a) x 2 =410

C) Xlog33x =9

Iogl(x2—3x+1)
b) [1) ’ <1
2

3

d 0 26_'%* >3/0,008%%8:

b) log, (3-2*+3)<log, (4-1)-1

3 g
d) log, (9**2+3**2)> log,2
2 2

1
2——logx
b) x 2 =100

g (\/;)logsx—l et
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1.176. Rozwigz uktady rownan: .
{3* 2" =576 . {log4 x-+log,2=1

Iogﬁ(y—x)=4 9Ba¥ _

e (- (45) =s0

o =50 log, (x=y)=-1
3

Zastosowanie réwnan i nieréwnosci logaryt-
micznych w rozwiazywaniu zadan

1.177. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych uktad réwnan
x—y-log,m=1
x-log,m-y=0

=st oznaczony i spetnia go para liczb (x, y) taka, ze x <y.

1.178. Wyznacz wszystkie wartosci x, dla ktérych ciag (log 2, log(2*— 1), log(2* + 3))
‘=st ciggiem arytmetycznym. Podaj réznice tego ciggu.

1.179. Liczby log,(x — 4), log,2x, log,x?, dla pewnej rzeczywistej wartosci x, sg trze-
ma kolejnymi poczgtkowymi wyrazami nieskoriczonego ciggu arytmetycznego (a,,).
Wyznacz x oraz sume dwudziestu poczgtkowych wyrazow ciagu (a,,).

1
1.180. Liczby 2log,(x —2), log,(x—2), 7 dla pewnej rzeczywistej wartosci x, sg trze-

ma poczatkowymi kolejnymi wyrazami nieskoriczonego ciggu geometrycznego (b,).
Myznacz x oraz wyraz ogdlny tego ciggu.

1.181. Liczby log,x,, log,x,, log,x; sa kolejnymi poczgtkowymi wyrazami nieskon-
—zonego ciggu arytmetycznego (log,x,). Oblicz sume 1001 poczgtkowych wyrazéw
t=go ciagu, jesli wiadomo, ze x; + x, + x;= 84 i x,= 256.

1.182. Wyznacz granice ciagu (a,), jesli wiadomo, ze a,= x; + X, + ... + x, oraz dla
logy s X, =3

«=zdego n € N, — {1} spetniony jest warunek {Iog x, —log,sx, ;=3
0,5 *n ;5 7n=1
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1.183. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
x* + 2x + —log,(m + 1) = 0 ma dwa rézne rozwigzania, ktérych suma odwrotnosci

jest réwna 8.

1.184. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych nieréwnos¢
x* - log;m + 2x — 1 < 0 jest spetniona przez dowolng liczbe rzeczywista.

*1.185. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych nieréwnosé
log,[m(x* + 1)] < log,(4x* + 4x + 7) ma co najmniej jedno rozwigzanie.

1.186. W prostokatnym uktadzie wspdétrzednych zaznacz zbidr tych punktéw ptasz-
czyzny, ktérych wspotrzedne spetniajg ponizsze warunki:

a) logXT_1 —logy=0 b) Iogzg —log,x - log,y =0

c) logy=log(y+ 2x)—log x d) log,(y+1)=log,, ,x

1.187. W prostokatnym uktadzie wspotrzednych zaznacz zbiér tych punktéw ptasz-
czyzny, ktérych wspodtrzedne spetniajg ponizsze warunki:
a) log,(x*+y)<1 b) log, (y+1)>2x+1

2

1.188. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie sin®x — cos®x = log, (m + 4) ma

rozwigzanie? %

*1.189. Rozwiaz réwnania:
a) 3log,%sin x + log,(1 — cos 2x) =2 b) log ;.. (1+cosx)=2
c) log,(cos x) + log, (-sinx) =0 d) 108y ,(sin x) + logg, ,(cos x) = 2
2
1.190. Rozwigz nieréwnosci w przedziale (0, 2m):

a) Iog\/E cosx<-1 b) Iog1 cos 2x > —log,sin x
Z

c) logJ5 sin x < Iog\/5 cosx—1 d) Iogz1 sin 2x <
4

N
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Zastosowanie funkcji wykladniczej i funkcji lo-
garytmicznej do rozwigzywania zadan umiesz-
czonych w kontekscie praktycznym

1.191. Pewna substancja radioaktywna ma mase 50 graméw, a rozpad powoduje
zmniejszenie jej masy o 20% kazdego roku.

=) Napisz wzér funkeji M(t) opisujacej mase tej substancji po czasie t (t —czas liczony
w latach).

o) Oblicz, po jakim czasie masa substancji bedzie réwna 25,6 grama.

1.192. W laboratorium podgrzano pojemnik z ptynem, a nastepnie pozwolono, by
ofyn wystygt. Temperature ptynu T (°C) opisuje wzér funkcji T(t) =90 - 1,57%%, gdzie
= oznacza czas stygniecia w minutach.

z) Jaka temperature miat ptyn, gdy rozpoczynat sie proces stygniecia?

o) Jaka jest temperatura ptynu po pigtej minucie?

) Oblicz, ile minut potrzeba, aby ptyn osiggnat temperature 40°C.

1.193. pewien gatunek sosny ma $redni przyrost roczny wynoszacy 7%. Posadzono

sosne o wysokosci 2 m.

=) Jaka bedzie wysokos¢ sosny rok po zasadzeniu?

o) Jaka bedzie wysokos¢ sosny po 6 latach?

c) Podaj wzér opisujacy wysokos¢ sosny po n latach, przy zatozeniu, ze 7% przyrost
jest staty.

d) Poilu latach wysoko$¢ drzewa przekroczy 20 metrow?

1.194. pan Kowalski zatozyt lokate bankowg w wysokosci 8000 zt. Oprocentowanie

lokaty wynosi 5% w skali roku.

a) Oblicz, ile ztotych znajduje sie na lokacie pana Kowalskiego po roku oszczedzania.

b) Napisz wzdr opisujacy stan konta pana Kowalskiego po n latach oszczedzania.

¢) Po ilu latach oszczedzania na koncie pana Kowalskiego bedzie kwota réwna
9216 zt?

1.195. Liczba mieszkaricdw pewnego miasta na poczatku 2010 roku wynosita

600 000. Przyrost naturalny w tym miescie jest staty i jest réwny 0,4% w skali roku.

a) Napisz wzér funkcji opisujacej liczbe ludnosci tego miasta po n latach.

b) Oblicz liczbe ludnoéci miasta na koniec 2012 roku. Wynik zaokraglij do petnych
dziesigtek.

¢) Oblicz, o ile procent zwiekszyta sie liczba ludnosci w tym miescie na koniec 2014
roku (po uptywie 5 lat).

39
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1.196. Wartos¢ samochodu maleje wraz z uptywem lat.

Wzér funkeji W(t) = w, - (0,8)" opisuje wartos¢ samochodu po t latach od chwili

zakupu, gdzie w, oznacza cene nowego samochodu (w ztotych).

a) Pan Nowak kupit nowa Skode Fabie za 40 000 zt. Oblicz, o ile ztotych warto$¢
samochodu zmniejszy sie po roku.

b) Warto$¢ samochodu pana Nowaka wynosi 20 480 zt. lle lat uzytkowat ten samo-
chéd pan Nowak?

c) Po ilu latach uzytkowania wartos¢ samochodu pana Nowaka bedzie stanowié¢
40,96% ceny zakupu?

Test sprawdzajacy do rozdziatu 1.

444 444 4447*

1. Liczba — nalezy do zbioru:
555 555:555
1 1
A.(0,1) B.{1,1-— C.(1-,2 D. (2, +x).
2 2
2. Liczba 4/242 242 jest réwna:
1 3 7 15
A, 28 B. 2% C. 218 D, 216,
1 2R
2 2

1 1
3. Warto$¢ wyrazenia (4+72J +[4—72] jest réwna:

A.8 B. 14 C. 547 D.4+/7.

4. Aby usunaé niewymierno$¢ z mianownika utamka ——————, wystarczy
439 +633+9
jego licznik i mianownik pomnozy¢ przez:

A. 39 B.33-3 C.233 +3 D.2%3 -3,

5. Wiadomo, ze x = log 12 + (log,10)*. Wobec tego 10 ma wartos¢:
A. 48 B. 32 C.24 D. 16.
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6. Wiadomo, ze a = log,5 i b = log,125. Zatem log,s12 jest réwny:

A 3a+2b B 6a+b c ab+3 b Zab—|—6.

2ab " 4ab " 6a 3a

7. Dane sg liczby a = log tg 22° + log tg 68° oraz b = log.tg 1. Wobec tego:
4
A.a-b<0 B.a=b C.a>b D.a<b.

logs x*
8. Wskaz wykres funkcji f(x) = (\/5) o

A) | ,,,,,,AY‘

1 1 (F
T T

i -
32-¥"12345%

Q

01;72”; 4 5 6X

e

9. W wyniku przeksztatcenia wykresu funkcji f(x) = log,x przez symetrig osiowa
wzgledem prostej y = x otrzymamy wykres funkcji:
A.fi(x) = log, (x) B. fo(x) =2%
2
C.fylx) =2~ D. f4(x) = log,x.

X+2

10. Dziedzing funkcji f(x) = log, , jest zbior:

2—X
A. (-2, 2) B. (0, ) C.(0,2)u(2,7) D. (o, gju(f,zj.
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x*=3x
11. Zbiorem wartosci funkcji f(x) = (0,5) x-3" jest zbiér:

A.R,— {%} B.(0,3) U (3,+) C.(0,+w) D.R-{3}.

12. Wykres funkgji flx) = 6 *%(10*%) °6(5=%) yriacina jedna z osi uktadu wspét-
rzednych w punkcie:
A. (0, 11) B. (6, 0) C. (0, 30) D. (3, 0).

13. Funkcja f(x) = log,,, _,x jest malejaca wtedy i tylko wtedy, gdy:
A.me(0,1)u(1,2) B. me(1,2)
C. me(0,1) D. me (0, 2).

14. Wykres funkcji f(x) = log,(x*> — 10x + 25):
A. nie ma osi symetrii B. ma o$ symetrii o réwnaniu x =5
C. ma o$ symetrii o réwnaniu y =5 D. ma o$ symetrii o réwnaniu x = 5.

15. Liczba miejsc zerowych funkcji f(x) = log,(2x — 1) — 2 jest réwna:
A.0 B.1 C.2 D. 3.

16. Dziedzing funkgcji f{x) = log(mx? + 2mx + 1) jest zbidr wszystkich liczb rzeczywi-
stych wtedy i tylko wtedy, gdy:
A.me(0,1) B.m (0, 1) C.me(0,1) D.m e (0, 1).

17. Zbiorem rozwigzah nieréwnosci 6% + 9> 9 - 2¥ + 3** 2 jest:
A. (0,2) B(2,4) C. (0, 2) D. (2, +o0).

[cos x|
18. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 3 < (5] <1 w przedziale (—x, 7) jest:

A O
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19. Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, = log x,, gdzie (x,) jest ciagiem geometrycz-
nym o wyrazach dodatnich. Wynika stad, ze ciag (a,):

A. jest ograniczony B. jestrosnacy

C. jest ciggiem arytmetycznym D. jest ciggiem geometrycznym.

20. zbiér wszystkich punktéw ptaszczyzny o wspdtrzednych (x, y) spetniajacych

log, x ;
warunek E2 =log,x przedstawia rysunek:
log,
A, ] B. LOYA T
2+ e
TS W N - |
] " ‘ - ‘ Ny 1
: —>
| -1 |0 1 2 X
-1t R - |
C.

Zadania powtdrzeniowe do rozdziatu 1.

1.197. Wykresy funkgji f(x) = 2*~* — 3 oraz g(x) = logy(x + 3) + k maja z osig OY ten
sam punkt wspdlny A. Oblicz k i podaj wspétrzedne punktu A.

1 X+3
1.198. Funkcje f(x) = (gj —1 oraz g(x) = log, (19 + x) + p majg to samo miejsce
2
zerowe. Oblicz warto$¢ parametru p.
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1.199. Dana jest funkcja logarytmiczna f(x).= log,(x — k) + 3, gdzie k jest parame-
trem. Dziedzing funkcji f jest przedziat (2, +o0). Podaj warto$¢ parametru k, a nastep-
nie oblicz:

a) wartos¢ funkcji f dla argumentu 18

b) argument, dla ktérego wartosc¢ funkcji f jest rowna 3,5

c) dlajakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie.

1.200. Dana jest funkcja logarytmiczna f(x) = log, (x — 1) + p, gdzie p jest parame-
3

1
trem. Wartos$¢ funkcji f dla argumentu 32 wynosi 3. Oblicz warto$¢ parametru p,

a nastepnie wyznacz:

a) argument, dla ktérego wartos¢ funkcji f wynosi 6

b) zbidr wszystkich argumentdw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci mniejsze
od 1.

1.201. Wyznacz:
a) najwigksza warto$¢ funkcji f, gdzie f(x) = log,(6x — x?)
b) najmniejszg wartos¢ funkcji g, gdzie g(x) = log, 4(4 — 3x — x?).

2
1.202. Oblicz x, jesli wiadomo, ze liczby (832, 1, (\/6—\/ﬁ n \/6+\/H) ,

w podanej kolejnosci, tworzg cigg arytmetyczny. Wyznacz réznice tego ciggu.

1.203. Liczby ¥/5-32, Yax? -12x+9, 325+310+3/4, w podanej kolejnosci,

tworzg cigg geometryczny. Oblicz x.

1.204. Dla jakich x, liczby: 1, log, (2x — 1), 25, w podanej kolejnosci, tworzg cigg
5 .
geometryczny. Wyznacz iloraz tego ciggu. *

1.205. Liczby 4,3 - (v2)*7° ZL

——, W podanej kolejnosci, s3 wyrazami ciggu aryt-

metycznego. Oblicz x oraz wyznacz rdznice tego ciggu.

1.206. Rozwigz réwnania:

a) 242"l 2x-24  =2.,/8_2""1

1/ ¥
b) : 12-3""1 =333 2 33y gxdy
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c) 1+ log,cos x + log,?cos x + log,*cos x + ... = 0,(6), gdzie x € R

2
d) 1+ log,sin 2x + log,?sin 2x + log,’sin 2x + ... = 3 gdzie x € (0, ).

1.207. Rozwigz nieréwnosci:

3) 25inx+4sinx+ 8sinx SO !

b) 2795 4 45X G0Ny | <]

c) log(x—2)+log?(x—2) +logd(x—2)+..<1

d) 1+ log, sin x + log? sin x + log} sin x+.. <2
2 2 2

*1.208. Rozwigz réwnania:

3-log>
3) X2 2%+ 8=2x2 4 2¥H2 b) x 3 =900
3
C) 5Iog2x _3Iog2x—1 = 310g2x+1 _Slogzx—l d) O, 4|og3;'log33x _ (6’25)I0g3xz+2

1.209. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m (m € R), dla ktérych réwnanie
25+ (1—2m) - 5+ 9 = 0 ma dwa rozne rozwigzania.

1.210. Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m (m € R), dla ktérych réwnanie
m- 16+ (2m —1) - &+ 2 —3m =0 nie ma rozwigzan.

1.211. Okredl liczbe rozwigzan réwnania m - (4 —2¥) = 1 —m w zaleznosci od war-
toéci parametru m (m € R). Naszkicuj wykres funkcji y = g(m), ktéra kazdej wartosci
parametru m przyporzadkowuje liczbe rozwigzar tego réwnania.

1.212. Wykaz, ze jesli ciag (log,x, log,x, log.x) jest ciggiem geometrycznym, to
log,b = log,c.

1.213. Udowodnij, ze jedli ciag (a, b, c) jest ciggiem geometrycznym o wyrazach
dodatnich, to cigg (log a, log b, log c) jest ciggiem arytmetycznym.

2 > log(logz
1.214. Wykaz, ze jesliy = 10° iz= 10" tox*= %g)

1.215. Wykaz, ze jeélia>0ib>0,ia>3b,ia’+9b*=7ab, to
log(a—3b)=log<a:b.
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Powtdrzenie i uzupelnienie wiadomosci

o granicach ciggow

2.1. Oblicz granice ciggdw:

. 2n-=1
a) lim
e n+3

e 3n3(5 —2n)
n>n 207 +1

c)

& lim 3n* +8n° -10
n—= (2n* =1)(2n” +1)

2.2. Oblicz granice ciggow:

. |1—4n
a) lim
n—o|2n+5

2n® —4n’ +2n+7|

c) lim
el (-1 |
_ |3=p?
e) lim +n
nN—w n

2.3. Oblicz granice ciggow:

a) lim (1+2n—3n3)

n—y.

¢ lim [(2n+1)(1—n)2:]

n—sa

. 1+3n-5n-6n’
e) lim 5
n>n  7—4n—8n

b)

d)

f)

b)

d)

f)

b)

d)

f)

_ 3n-8n’°

lim 3

n-x 2n% +1

2 ¥Int+4
i
= 4n° +n° +1

. 1-2n+3n*-6n°
lim =
n—x  n(2n+1)

im(1-2)2-4)

2n+1)
n-n| (n-1)

lim

A=k nz

n’-2n" +1 |
————-n

lim (Sn3 —4n+17)

n—sm

. =30 +9n+7
lim ——
e An—12

+1)
im (o )2
n—po (2n_3)

2.4, Czy prawdziwe jest zdanie: ,Jesli dany jest ciag nieskoriczony (a,) (0 wyrazach

5 : O ¢ o W2l
niezerowych), dla ktérego lima, =0, to lim— =+ lub lim — =-="? Odpo-

wiedZ uzasadnij.

n— i aﬂ

n—x an
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Granica funkcji w punkcie

2.5. Korzystajac z definicji Heinego granicy funkeji w punkcie, oblicz:

a) lim(4x—8)

x—2

¢) lim(7x—3)

x—0

e) lim (2x*+5x-1)

x——4

b) lim (6 - 2x)

x—=1

d) lim(x* - 2x)
x—3

f) lim(=2x*+4x+7)

x>0

2.6. Korzystajac z definicji Heinego granicy funkcji w punkcie, oblicz:

2
X1
a) lim
x-2 x—1

4+x
im ;
416X

x-9

Jx-3

c)

e) lim
x—>16

2
-1

b) limZ>
x—=1 x—1

+
d) lim——%
x+316—x

x-9

Jx-3

f) lim
x—9

2.7. Korzystajac z definicji Heinego granicy funkcji w punkcie, oblicz lim f(x), jesli:

2
—x°—2x+3
a) f(x)z————,xoz—?.
x+3
¥ —4x=5
0 flx)=—=——1%=5
( X —7x+1 ¢
6—-3x
g) flx)=———, X, =4
B 2

x> +5x+6

LT xy=-2

X —2x—8
2x-14

d X)=————————, Xy =7
I W= T i

b) flx)=

2%} +x—6
2x* —5x+3

f) flx)= X =15

2.8. Korzystajac z definicji Heinego granicy funkcji w punkcie, oblicz lim f(x), jesli:
X—rXy

x* - .
x—1"

a) flx)=

=1

o flx)=

x+2
= ,Xg=2 .
X +8

—-27
= Y=g

E} f(x]: 2[;_3! 0

3

b) flx)=2, x,=-1
x—-1
X+2

d) f(x)=m;xo=_2
Ix+a

) fl="" % =64
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2.9. Wskaz dwa ciagi (a,) i (b,), dla ktérych lima = lim b, =X, oraz
N n—sa

lim f(a,)# lim f(b,), i na tej podstawie wykaz, ze nie istnieje granica funkcji f
fi—»m n—»xo

w punkcie xn, jesli:

a) flx )ﬂ ' Xg=6 b) flx )-’””;] .

g =t o 8 fig=Y=2 . —a
2x |x—4|

o FLrEE T s

| [x+ 1

2.10. Na podstawie wykresu funkcji f ustal, czy istnieje granica funkcji f w punk-
cie a. Jesli tak, to podaj te granice.

a) AY b) AY
d-_
= fix)
y X ; X
c) AY d) AY
y = fix)

N

N
=]
=V

y=fix)

=¥

-'-l"'".—‘
>\

l
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Obliczanie granicy funkcji w punkcie

2.11, Oblicz granice:
a) Iirrl [(2x—3)3(x +5)]

c) lim+y/2x+8

X

&) ‘li (4x—5)(2 —;x)
=3 (5x—12)

2.12. Oblicz granice:

2) lim

2} lim

_x'-8x*-9
S lim =
x=>=3 x" 43X

2.13. Oblicz granice:

11
2) lim3_X
=3 3—x
e )
gl lim s
=2 x—2 x -8

| o 1
2) lim —_
=1 x—1 1-x

2.14, Oblicz granice:

. A2x+9-3
= |Im5—
X

=0

) lim
x—0

3—V9+x
X

2} lim

b) lim [(5—x)*(3x + 2)?]
x—»-1
d) Iims\}(l—x)(4—2x)
2x2 +5x -9
f) lim————
x=0(7x—6)(x—12)
2 —
b) lim —x2+10x 24
x6 x? -2x-24
L 3
8 Mt
=54x° —-100
x*—5x*+4
fl lim ——
} x>-1x* +2x% -8
o
a) " le
_+_
x 4
3 2
d) :2+8_x2+2x 3
x=-2| x"—=16 x“+4x+6
| x(x+1) 2
f) lim -
) x—u[ xt-1 x“—1:|
b) Iimsj3x+1—2
x—1 =1
d) Iim[ 1 —1)
=0l xx+1 X
H 3x—-6

lim
2\[7x+2 —/5x+6
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*2.15. Oblicz granice: ;
. ox-1-1  A1-3x+2
a) lim——— b) lim————

x—1 x-=1 x—3 x—3

2.16. Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach, oblicz granice:
a) Iim[xzsinl] b) Iim[x“sin%]
x—0 X x—0 x

: = : . o
c) LI_I‘EL[?XSIH;;] d) L'ﬂ(_Bxs'nﬁ]

2.17. Wyznacz parametr a, wiedzac, ze:
C 5+2x 1
a) lim ==

x>+ Jax+7 4

=2

2
b) lim yox“+2

x—-%x 3X+d

2.18. O funkeji ciagtej fwiemy, ze f(x) > 0, jesli x> 5, f(x) <0, jesli x < 5. Oblicz tin';f(x).

Granice jednostronne funkcji w punkcie

2.19. Oblicz granice jednostronne funkcji f w punkcie x, i na tej podstawie ustal, czy
istnieje lim f(x), a nastepnie naszkicuj wykres funkcji f, jesli:

C(x-1 _4-x
a) f{X)— IX—1|’XU_1 b) f(x)'_|2+xillx = 2
T : 37
c) ﬂﬂ=xlﬂx,%=0 d)f&r=g_3¥+2ﬂk=3
_|2+x13_ ! _x2+[x[ g
e) flx)= - 1, x,=-2 f) flx)= ] yXg=

2.20. Oblicz granice jednostronne:

a) lim (2+J16—x2) b) lim 5xvx*—9
x—+4" x—=3
. 5—-x LoN2x+12-2
c) llm‘———2 d) lim ——————
x—5 (X—S) x—-6 x+4
: (“‘2)2 1-x
e) lim f) lim =
X—=2 X+2 x=1" x5 =1
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2.21. Zbadaj, czy istnieje granica funkcji f w punkeie X,. Jesli tak, to oblicz te granice.
) £ —3x+5, jesdli x>1 "

2 X)= Xy =
2x, jesli x<1 °

x*-1, jedli x<2

+5, jesli x>-3

X+ TR
, jesli x>2
B) flx)=43x-2 Xo=2

-x*+4x-1, jeéli x<-3
3 £ [x=2], jesli x>-1 1
X]= Xy =—
J6-3x, jedli x<-1 °
x'-16 jesli x>4a
&) flx)={a—x '’ Kol
3x—4, jesli x<4

(V2x+9-3
X

2x-3
Ldx—

, jesli x>0

3 flx)= X,=0

3 jesli x<0

2.22. Zbadaj, czy istnieje granica funkeji fw punkcie X,. Jesli tak, to oblicz te granice.
(—3x2 +5x-2
x-1
V2x—-1-1
x—1
(9x? +20x +4

4-x*
x*+8
(X% +3x+2
[3x* —16x+21

3x-9
g flx)=¢ — X
i el jesli x>3 '
Vx+1-2'
2
"]2”—"6%, jedli x<—4
X+
2 flx)= Xo=—4

2
3
X_'FBL"_G, jedli x>-4
x+4

, jesli x<1
3 flx)=

Xo=1
, jesli x>1

. jedli xe(-2,2)
8 flx)=73

Xg==2

, Jesli xe(-w,-2)

, jesli x<3
=3

e ———————————— ]
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Granica funkcji w nieskonczonosci

2.23. Oblicz granice:
. 4x-5

a) lim
x—r+0 2X 47
. 2X+5

¢) lim
x40 3% =2

e) lim
x—++x 6 —7X

2.24. Oblicz granice:
2x2 +7x-1
a) lim ————
x> +w 6x° —AX+5

o 1-3x+x
¢ lim ———
x-=2x" —4x—9

(2x-1)’

2.25. Oblicz granice:

X2 +6x-7
ey e g
xosem 2% —9X +2

L B
g e (1 2x)
s x X3 +6x° —7X

e) lim (SXhz)a
e (24357 ) (2-3¢)

2.26. Oblicz granice:

co | o
a) Ilm[ —x}
x>-2| X+53

o) lim 1-6x
x—>-m ] +3X
d) i 7x+6
xo=m =X
f) lim 122
xs-z 4x+1
b) lim _E’is_
x+m —x? +2x+1
d) lim ——8——
- 4x* —Tx+15
3x+1
f) lim __(___)—-
pbugs —(4x+2)
3 ARR
B i 8x° —10x +3x
-z 1—-8x—10x
3
2x+1
d) lim _(_x__)_-
ko i S 2x) X
3x? +5x)(1-x°

s (3T )(5+x2)

4
b) lim (3x—5:3x ]
o x*+2x
d) lim
K4 x+5 x* —11

(x+1)’
f)||m+ "1

e xP-1 0 x°+1

\
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2.27. Oblicz granice:

VX2 +x+5 VX2 +x+5

a) lim ——— b) lim
smer 2x-1 xo-r 2x-1
_ Nax?—2x+7 _ Nax?-2x+7
<) lim ——— d) lim ——
A—r+w 9-3x X 9—-3x
8 i 122 f nm 22
x—a+m x¥—1 x—-x ¥—1
2.28. Oblicz granice:
. Nx+1-+2x+5 o N2-4x—-1-x
2z} lim b) lim
XK=+ x N=h =t ﬁﬂ_,x
g lim (sz +.Sx+1—\/x2+1) d) lim (x}x’+7*\)x?’*—1)
2) lim (]x+5|-|6-x]) f) lim (|7-x|-[3+x])

2.29. Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach, wykaz, ze:

XCOS X 6sinx
2 lim =0 b) lim =0
e g ] ) x>-= x? +5
Granica niewlasciwa funkcji
2.30. Oblicz granice:
1
3} lim— b) lim
=0 xz x—2 (X—2)2
g 2‘»¢:~+52 d) lim 3x—8
4 (x4 a) ]
- 3-5
B =
1*3|X“3| X7 |7_x|
2.31. Oblicz granice:
2 lim (x*-5x" +3x-7) b) lim (x*-5x* +3x-7)
3 lim (-3x°+2x" +x+1) d) lim (-3x°+2x* +x+1)
= lim (x*+7x* -8x* -10) f lim (x*+7x°-8x*-10)
E—s=x X=y—oC
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2.32. Oblicz granice:

2
; - im [-3x(2-x)(2
a) lim [(1-x) (x+3)] b) lim [-3x(2-x)(2+x)]
. 3 2 " 2
o lim [(x-3) (2-3x)' | ¢) lim [(5-x)(3-) (x+2)]
e) lim [(1—\/})(“\/;)] f) lim [(9—2){)3(7—:()3]
X—p+L X—p =0
2.33. Oblicz granice:
. x*+8x+10 . x*+8x+10
a) i b) lim ———
X—+e 2x+3 X—p—% 2x+3
2 2
g i 4x° —Tx+15 d) lim 4x" —7x+15
K—p 4L 2—x X—r—w0 2—X
543 +x* =5  osxt4xP+x* -5
e) lim 5 f) lim 2
¥+ ¥°—2x+8 xo-m x° =X +8
2.34. Oblicz granice:
a) lim Vx> +7x+15 b) lim vx?+7x+15
X=—p+ X—p—w
¢) lim (x\}x2+2x+10) d) lim (x\fx2+2x+10)
L 2xxt - x+3 _2xyxt—x+3
e) lim — f) lim ———
X=ptm 4 —5x k—s— 4-5x
2.35. Oblicz granice:
2 2 2 _
& i 2 B s =
=0 X x—=0 X x-2" X—2
: ot i 2
8 i X =2 o im X1 f i
x—=2 X—2 x—-3 xX+3 ¥=»-3 XxX+3
2.36. Oblicz granice:
. L
- X =3x ‘ 2 b) i X°=3% 212
x—5" (5_x) x=5 (S—X)
4
g it 4x+21. d) lim x+21
x-»—=2" (x+2) x—-2 (X+2)
2 2
=3 2
e) lim : = f) lim £ -
x—1 (X—’l) X+l (X—l)
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2.37. Oblicz granice:

2R 1 £ o
By i 2 E = fz b) lim X —X"-< 32
X4 (X_4) x—» 4 (X—4)
2 2
=g s
¢ i e : d) lim _ua_.'z
x= -1 (X+1) x—=-1 (X+1)
2 2
—~2%=24 =2%~
&) lim X 2% g Jim X2
26 —3(_)('—'6) Xx—6 —3(.?(—6)
2.38. Oblicz granice:
3) lim o> b) lim —>
=1 x°+4x—5 x=1 x" +4x—5
4 4
g lim —2X*7 dy lim —tl
¥#h=3' =R B x>-3 —X"—x+6
S 1] i
g lim —= f Tim e
x=7" x°=2x—35 x=7 x°—2x-35
2.29, Oblicz granice:
x+1 x+1
2 lim — b) lim ———
-1 x* —2xt +1 ) x50 50 =2t
3-— =
[ R T
=2 x° —8x°+20x-16 x-»2 x° —8x° +20x-16
= 8—
s lim e-2x f) lim 2x

=4 x> —12x% +48x—64 x—>a x> —12x% +48x —64

Ciagloé¢ funkcji w punkcie

2.40. Zbadaj ciggtos¢ funkcji f w punkcie x,:

x+5, jesli xe(-=»,-2)

2 flx)= L ¥y =2
2x+7, jesli xe(—2,+oo)
-x*+2, jesli xe(-»,1)

8) flx)= i) Sy =k
4-3x, jesli xe(1,+=)

X7 jedli xe(-,2)
g flx)=<x-3 Xg=2

2-3x-x, jesli xe(2,+)
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Jo-ax, jesli xe(-»,0)

d) flx)= X,=0
6+5x' jesli xe(0,+=) y

24X

2x* —2x-24, jedli xe(-»,-3)
Xo=-3

e) f(X)={

3x> +10x+3, jesli xe(—3,+oe)

x> —2x* +5x—1, jedli xe(-o»,-1)

f f(X)={ xy=-1

4x? +10x-2, jesli xe(-1,+=)

2.41, Zbadaj ciagtosc funkcji f w punkcie x,:
(2x? —-5x-3
a) flx)=¢ x-3

7, jedli x=3

, Jesli x#3

o
Il
W

3x3 +7x% +5x+1 jedli x#-1
b) f(x)=4 X+1 ' Xo=-1
0, jesli x=-1

2x* —11x+5
c) flx)=4x*-10x+25
9, jesli x=5

, Jesli x#5

'____xz—x~20 jesli x+#-4
d) f(x)=1< x?+5x+4" Xo=—4
3, jesli x=-4

9+12x* -3 . " £
e) flx)= ) , Jeshh x= XU-:O
2, jesli x=0

12+4x* -4 EE
) fl={" x_1 ' =7 =1
1, jedli x=1

2.42. Zbadaj, czy istnieje taka liczba g, dla ktorej funkcja
x*=9
flx)=1x|-3

a, jesli x=3vx=-3

, jesli x#3ax#-1 | .
jest ciagta w punktach -3 i 3.
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3nx +4
2.43. Zbadaj, czy funkcja f(x) = lim i
n—x nx+2

, gdzie x € R, jest ciagla w punktach -1, 0, 1.

2.44, Zbadaj, czy funkcja f(x)= lim 1%, gdzie x € R, jest ciggta w punktach -1, 0, 1.
X—=30 + x

2.45. Wykaz, ze funkcja f nie jest ciagta w punkcie x:

i P
a) flx)=4 x-2" =2
3, jesli x=2
=8l i v
b) f(X)=1 x-8 X =8
11 jesli x=8
2 ol
X +3x, jedli xeC . ]
2.46. Dana jest funkcja f(x)={18 ) é!'} x . Wyznacz te liczby catkowite,
, jesli xg

w ktorych funkcja f jest ciagta.

Ciaglos¢ funkcji w zbiorze

a’x+a, jedli x e(-,3)

2.47. Wyznacz parametr a tak, aby funkcja f(x)={ byta

Sax—15, jesli xe (3, +%)
ciggta w zbiorze R.

x* +ax, jedli xe(—w, -2)
2.48. Wyznacz parametry g, b, dla ktorych funkeja f(x)=1< b, jesli xe(—z, 5)
jest ciggta w zbiorze R. 2x -3, jesli x e (5' +°°)
3x+1, jesli xe(—oo, -3)
2.49. Wyznacz parametry a, b tak, aby funkcja f(x)=4ax+b, jesli xe(-3,5)

byta ciggta w zbiorze R. —6x+6, jesli xe <5' +°O)
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ax* +b, jedli xe(-»,-2)

2.50. Wyznacz parametry a, b ta, aby funkcja f(x)={x-a, jesli xe (—2, 3)

Db, jedli XE(3, +o0)
byta ciggta w zbiorze R. X

a, jesli x=-2
8=x
2.51. Wyznacz g, b tak, aby funkeja f(x)={—F—=, jedli xe(-2,2 byta cia-
Y J 3—\/x_+_7 ( )
gta w przedziale (-2, 2). b, jesli x=2

*2.52. Dziedzing i zbiorem wartosci funkcji ciaglej y = f(x) jest przedziat (0, 1). Wykaz,
7e réwnanie f(x) = x ma rozwiazanie w przedziale (0, 1).

2.53. Funkgja f jest ciggta w przedziale (-2, 7) oraz f(-2) = -6 i f(7) > 0. Czy funk-
cja g, gdzie g(x) = f(x) + 5 ma miejsce zerowe wW przedziale (-2, 7)? Odpowied? uza-
sadnij.

2.54, Wykaz, korzystajac z twierdzenia Darboux, ze wykresy funkcji f(x) = x* = 7x,
x € Rig(x)=-3x*—4x+ 8, x € R, przecinajq sig w punkcie o odcietej nalezacej do

przedziatu (-3, -2).

2.55. Wykaz, korzystajac z twierdzenia Darboux, ze funkcja f(x) =x* - 5x* —7x* +3,
x € R, przyjmuje wartos¢ —160.

2.56. Wykaz, ze réwnanie 3x° + 5x* + 1= 2x* + 6x2 + \/2x ma rozwiazanie nalezace
do przedziatu (0, 1).

2.57. Dana jest funkcja f{x):cos(%} x € R. Wykaz, ze réwnanie f(x) = f(x + 1)

ma w przedziale (2, 6) co najmniej dwa rozwigzania (nie rozwigzujac tego rownania).

2.58. Wykaz, ze réownanie sin(ﬁ]=2"’ ma w przedziale (0, 3) co najmniej dwa
rozwigzania. 3
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2.59. Wyznacz zbior wartosci funkcji f:

1 1
a) ﬂx)—m:xfé(—i:‘;) b) f(x)—m;XE@;G)
1 n 5m 1 3n 4n
c) f(X)_E'XE<E'€-> d) f{X)_as_x'XE<T’?>

Asymptoty wykresu funkcji

2.60. Zbadaj, czy wykres funkcji f ma asymptoty pionowe. Jeéli tak, wyznacz réw-
nania tych asymptot:

_2x+8 _6x+2
gl f=—— b} fxl=o ——
5 4x-5

C} f(x)_(x_z)z d) f(x)_ xz
3 —6x
= Tox =

2.61. zbadaj, czy wykres funkcji f ma asymptoty pionowe. Jeéli tak, wyznacz row-
nania tych asymptot:

x?—3x+2 X* +4x+4
) SR =) B = ) (x5)
_ x=2 _|x*-9]
¢) f(XJ—[x2_4| d) f(x)= =
2x° —x—6 6x° —x—2
e) f(x)_3x2+8x+4 f f(x)_2x1+3x+5

2.62. Wyznacz wartosci parametrow g, b, dla ktérych wykres funkcji

2
+2Xx+6 2 ; : ,
flx)= %—— ma dwie asymptoty pionowe o réwnaniach x=-3ix=2,
x“+ax+b

2.63. Wyznacz wartosci parametrow a, b, dla ktorych wykres funkcji
2

X" +2x-24

)=

= ma tylko jedng asymptote pionowa o réwnaniu x = 4.
X°+ax+b

2.64. Wyznacz wartosci parametrow a, b, dla ktérych wykres funkcji

2 P—
£(x) e d

- ma tylko jedng asymptote pionowa o réwnaniu x = 4.
X“+ax+b
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2.65. Zadaj, czy istnieja takie wartosci parametrow a, b, dla ktérych wykres funkcji

Z
+bx+a , . '
flx)= X FDXTA ha dwie asymptoty pionowe o réwnaniach x=1ix=-5.

x> +ax+b

2.66. Wykaz, ze prosta k jest asymptota ukosna wykresu funkji f, jesli:
2 15x+2
3) fl)=X 2222 fex=y+5=0
X

2 —_—
b) ﬂx):g"'_"ﬁx_%, k:2x—y+4=0
x+1

3x°

5 2,1!<:3x+y+2t€t=0
X=X

o) flx)=

3
2x-1

d) f(X)=(—T—)—, k: 24x—9y —44=0
3"+ X

e) flx)=vVx?—9, k:x—y=0-asymptota uko$na prawostronna

f) fx)=vx*+3x, k: 2x+ 2y + 3 =0 - asymptota ukosna lewostronna

2.67. Zbadaj, czy wykres funkcji f ma asymptoty ukoéne (poziome). Jesli tak, wy-
znacz rownania tych asymptot:

x* +3x x*+8
a) f(x)= - b) f{X}—x2+4
5x° +2x° t=x°
¢) f{X)__xT—?— d) flx)= S e
2x* +5x—17 (2x+3)’
WL f i
e) flx) Py ) flx) (1)

2.68. Wyznacz asymptoty ukosne (poziome) wykresu funkcji f, jesli:

3x? +1 4x-3
a) flx)= x|+ 5 b) f(X)~[x1+2

16— x° x> —4
c) f{X}—m d) f(x)-—m

e) f(x)=vx*+6x f) flx)=vax*—x
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2.69. Wyznacz asymptoty uko$ne (poziome) wykresu funkcji f:

2
LS 34, jedli x<1
3) flx=4 *";
——, jesli x>1
X +2
, jedli |x|<4
2
£3
9 fix)=1{*

2|x|

x> +x+5

, jesli |x|>4

x> +5

Yy jesli x<-3
+

b) flx)=1°"

. jedli ¥s-3
PR

(5x+2, jesli |x|<3
d) flx)=1 3x°
[ |x]|+6

, jesli |x|>3

2.70. Wyznacz réwnania wszystkich asymptot wykresu funkcji:

5-2x

2 flx)= —

2—_ —
g f(x):f_xg

x+1

3x° -2x* +6
8 fx)=——70F——
X -1

B fli=t

X" +x-6

2_
) flx)= 2x"—3x+8

x> —-2x+1

5 3
et L

x> —6x+9

2.71. Wyznacz réwnania wszystkich asymptot wykresu funkcji f:

x> +4x-12 x> —-2x% —3x
W flx)j=r— == YR 2 ) R
i X -4 } fx) x*+2x+1
x* —3x+42 2x* —6x% —8x
o et d) Flry=2 2% oK
8 /i) x> —3x% +2x ) ) x2-3x-4
2
T m, jesli |X[22
X+ X
2 flx)= f) flx)=

—-Xx+3

=, jesli [x|<2
4—x

Pochodna funkcji w punkcie

2.72. Korzystajac z definicji, oblicz pochodna funkeji f w punkcie x,:
3 fix)=-2x,%,=3 b) flx)=3x-5, x,=-1

g fixX)=4x*+3x, x,=-2 d) fix)=—x*+5,x,=5
0 0

: 1 - T
=] f(x)-;s—,xo—a f) f(x)-x_3,xo— 3
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2.73. Korzystajac z definicji, oblicz pochodna funkcji fw punkcie x;:

a) fix)=2x3, x,=5 b) fix)=—x+x2—X,X;=—2
X+3 B _—_X .
¥ =1 d) f(x)—x+1,xo— 2
e) f(x)=\}3x+6,x0=1 f) flx)=v1-5x,x,=-3

2.74. Zbadaj, czy istnieje pochodna funkcji f w punkcie X;:
3x* +4x, jedli x<-2
a) fl )={

Xo=—2
-8x—12, jesli x>-2

b) flx)= {x, jesli x<0 o

—x°, jesli x>0

—2x+5, jedli x<1
—3x+6, jesli x>1

d) f(x)-{zﬂe‘ ol w2 g

jesli x=-3

2x*+1, jedli x<0
e) flx)= X;=0

x* -3, jesli x>0
f fix)= +4 jesli x<2 s

jGSll x>2 °

Funkcja pochodna
2.75. Wyznacz pochodng funkgji:
a) flx)=7 b) flx)=-3x
c) fix)=6x-8 d) flx)=—2+7
e) flx)=5x*+3x— 2 f) flx) =x>—4x*+5x
2.76. Wyznacz pochodng funkcji:
a) j’(x):-j:x“—:1’-x3’+2x2 b) fix)=x®—2x*+x+1
c) flx)=-3x®+5x"+6 d) f(x)=5+2x*-6x°

e) f{x)=~f€x+x’—%x3 f) flx) = x20 4 x1%0 4 x10%0
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2.77. Wyznacz pochodna funkcji:

2) f(x]=&+2x
<) f(x)=x2+£+ X +2
X

6
e) flx)=x"=2x°+x+—
X

2.78. Wyznacz pochodna funkcji:

z) f(x)=(4x—1)(x*+2)
2) )=+ X2+ x)(x+x+1)

2) f{x}=(2~f§+x2 +1)(x—1J

X

2.79. Wyznacz pochodng funkcji:

) flx)=——

S5x+1
—4x+2
x*-4
x*+1

g flx)=

e) flx)=

2.80. Wyznacz pochodng funkgji:

T

3xt +x

3) flx)=

x*+8
X+2

3 flx)=

x* +3x+2
= X)=—
) flx) e

2.81. Zbadaj, czy istnieja takie wartosci parametrow k, m (k,;m € R), dla ktérych

b) f(x):2\/_—%
d) flx)=2x* —/x+5
f f)=v7+x

b) fx) = (2x* - 3)(4x* + 3x)
d) f(x)=(2x* + 4x?)(x* + x + 3)

f) flx)= (xz +x+ l}(\/; + x)
X

-2x
3x-1
3x% +7x
d X =
) fx) 6x+1

2X
x’ -5

b) flx)=

f) flx)=

4x* —5x
X2+ x+2

) =

b) fl(x)=

f) flx)=

=1

funkcja f jest rézniczkowana w zbiorze R. Wyznacz f'.

dx+m, jesli x<1
a) fx=1 , i
kx®+2x, jesli x=1

2x2 +k*x, jesli x<2
8 f(x)={ :

x+m, jesli x=2

2

Ex —kx, jesli x<3

b) fix)=14

M 2, jesli x>3
X

d) flx)=

kx* —=3mx, jesli x>-1

mx’ +(k+1)x, jesli x<-1

63
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Styczna do wykresu funkcji

2.82. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f w punkcie P, jesli:

a) f(x)=x*+4x-7, P(1,-2) b) f(x)=—2x2+x+3, P(-2,-7)
4x+2 _ 3-x 1
c) flx)= — . Plxy, 2) d) f(x)_——2x+18, P[Xn,zj

; 1 1
2.83. Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkcji Flx)= gx:‘ -9x =3 w punkcie

P(-2, y,). Nastepnie wyznacz wspotrzedne drugiego punktu wspdinego tej stycznej
z wykresem funkgji f.

2

: ! . s X !

2.84. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x)za—— w punkcie
-X

P(x,, —8). lle punktéw wspdlnych z wykresem funkcji f ma ta styczna?

2

; v . -4 ;
2.85. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji flx)= —2—x— w punkcie
X“+2x+1

P(xn, —ZJ lle punktéw wspolnych z wykresem funkcji ma ta styczna?

2
2.86. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x)= 2 >
X+

w punkcie

P(x,, —9). lle punktow wspolnych z wykresem funkcji f ma ta styczna?

2.87. Styczna do wykresu funkcji f(x) = X — 6x* + 12x— 4, x € R, w punkcie A prze-
cina ten wykres w punkcie B(0, -4), roéznym od punktu A.

a) Wyznacz wspoirzedne punktu A.

b) Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie A.

Pochodna funkcji a monotonicznos¢ funkciji

2.88. Wyznacz maksymalne przedziaty monotonicznosci funkcji £

-1
a) fix)=2x%-9x2—24x+1 b) f(x)=—3—x3+4x2—15x—7

c) f(x)=%x“—2x3+5 d) f{x}z%lx“+§x3+16x2—32x+7
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2.89. Wyznacz maksymalne przedziaty monotonicz

7
a) flx)=-x* —§x3 X +x+6

-1
c) f(x}:?xs Fxt=x=2

2.90. Wyznacz maksymalne przedziaty monotonicz

nosci funkcji f:
e |

1.4 13
b X)) =y N e T ey
) f0=2x" -

8 4

1 5
d) flx)==x"-Zx*+4x-6
) f(x) g 5

nosci funkgji f:

X' +3x+1 2x° —8x+8
g ) ————= b} fli¥)=————=
x+3 x—4
2 5
X +5x—6 x“—5x+14
B Ji{H) S ot a) fX)m————
x“—5x+6 x"—5x-14

2.91. Wyznacz maksymalne przedzialy monotonicz

x'-4 jesli x<2
2 flx)=qx*+2’

x*-2x%, jedli x>2

2.92. Wyznacz maksymalne przedziaty monotonicz

nosci funkcji f:
(% +11
2

, jesli x<2

b) flx)=4 X 1

5x% —17

x> -3

, jesli x=2

nosci funkgji f:

|x+1

) fo=5—

b) flx)="

xz—x—2|

X

2.93. O funkcji f(x) =—x* + ax* + bx + 6, x € R, wiadomo, ze:

Fix)>0 & xe (%,1}

2| Oblicz wspéfczynniki a, b.

2! Wyznacz maksymalne przedziaty monotonicznosci funkcji f.

Ekstrema lokalne funkcji

2.94, Wyznacz ekstrema lokalne (o ile istnieja) funkcji f:

a) f(x)z%x3+x2—15x—10

g f(x)=%x3+2x2+8x—3

b) f(x}z_?lxa +5x%—24x+57

d) f{x)=_?1x3‘+x2 -x+18

65
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2.95. Wyznacz ekstrema lokalne (o ile istniejg) funkcji f:

T ¢ 10, ST i
a X)=—x"——x"+9x-10 b X)==x"=2x"+4=x"+7
) flx) : 5 ) flx) 3 5

c) f(x}=%x5 —x*—4x® +84 d) f(x):%x5 +3x7 +18x-123

2.96. Wyznacz ekstrema lokalne (o ile istniejg) funkcji f:

a) f(x}=5x+l b) f(x)=x2+E
X X

2 o

&) Mzw d) f(x}=x2 >
X x“+2

2.97. Wyznacz ekstrema lokalne (o ile istniejg) funkcji f:
x*+8x% +21x+18, jedli x<-2

a) flx)=1x2-4

x2+1

, jesli x=-2

(—x®-11x* —40x-48, jesli x<-3
b) flX)={g_y2

X +4

, jesli x=-3

2.98. Wyznacz ekstrema lokalne (o ile istnieja) funkcji f:

2 x2
a) f(X)=]xl_4 b) f(x):x_ﬂT-—S_l
e lx2+2x-3|
c) ﬂx)=x_+|—7—Tx[ d) f(X)='T—

2.99. Wyznacz ekstrema lokalne funkji f{x}=\ﬁ§—x+1

2.100. Wyznacz ekstrema lokalne funkcji f(x)= xy/x —6x+3

x> —ax+b
2.101. Funkcja f(x)=——5— ma w punkcie 3 maksimum lokalne réwne 1.

Wyznacz a, b oraz pozostate ekstrema tej funkcji.
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. ; 192 ] oy
2.102. Dana jest funkcja f(x)=—-+ax+b,x € R - {0} z parametrami a i b. Do
X

wykresu funkcji f nalezy punkt o wspdtrzednych (8, 18), a w punkcie 4 funkcja f ma
skstremum lokalne.

2) Wyznaczaib.

b) Okreél rodzaj ekstremum w punkcie 4.

m+2
*2.103. Niech f(x)= ( - )x3 —4x* +(8-m)x+5, gdzie x € R. Dla jakich wartoci

parametru m:

z) funkcja f jest rosngca w zbiorze R

&) funkcja f ma tylko jedno ekstremum lokalne; okresl rodzaj tego ekstremum
<) funkcja f ma dwa ekstrema lokalne w punktach dodatnich?

Najwieksza i najmniejsza warto$¢ funkcji
w przedziale
2.104. Wyznacz najwieksza (M) i najmniejsza (m) wartos¢ funkcji f w podanym
orzedziale:
1
z ==
1 flx) 3
8) flx)=3x*-8x*+6x*—5,x € (-1,2)

x> +x*—8x-8,x€e(-5,3)
1 5 1 4 1 3 2
X)==X"+=xX"—=x"—Xx",x€(-2,2
o flx) X Xl 2, 2)
TR T
d) f(x):;x - X +§x -1,xe{-1,3)

2.105. Wyznacz wartosci (o ile istnieja) funkeji f: najwigksza (M) i najmniejsza (m)
w podanym zbiorze:

e 1-%*
E) f(x) = X E (_101' _5> o <_3! 5) b) f(X) = X E <_'5.r 3)
4+x x—3
10x 1
5-—} f(x):m:xe(ot 10) d) f(x}=x1 _4:XE(1: 2)U(2i 3)
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2.106. Wyznacz zbiér wartosci funkgji f:

a) f(x)=§x3—3x’+9x—7§,xe(2,5)
P T 2
b X)=—x"—=x"-6x+4—,x€(-3,2
) fx) ke S ( )
c) flx) :%x“ —2x° —2x* +24x+10,x € (0, 7)

Thegs i Sy
d X)==x"+=x"—-—=x"+3x+6,xe(-2,2
) flx) i 2 ~ ( )

Badanie przebiegu zmiennosci funkcji
2.107. Zbadaj przebieg zmiennosci i naszkicuj wykres funkcji f:

a) fix)=x3+3x*-4 b) f(x) =—4x3+12x2—9x+2
c) flx)=3x"—6x"+4 d) f(x)=x*—6x2+8x+24

2.108. Zbadaj przebieg zmiennosci i naszkicuj wykres funkcji f:

X X
a) f(x)-x2+4 b) flx}—x2_4
x+1 3x°
¢) flx)= 3 d) f(x)=xz_4
—2x° x*-16
— f —
e) flx) (1) ) f(x) 5

2.109. zbadaj przebieg zmiennosci i naszkicuj wykres funkcji f:

X' -4 x*

a) f(x)= o b) f(x)—x_2
3 X3
c) f(x)=x2_4 d) f(x)=1_x2

2.110. zbadaj przebieg zmiennosci i naszkicuj wykres funkcji f;

2x—(-3+4x—12+ b) f(x)=x—2+x_2+ x—2

=x-—3 —_—
iR e =5 (x-5]

2.111. Zbadaj przebieg zmiennosci i naszkicuj wykres funkcji f:

a) flx)=

|x]|=2

- —— R

|X|
=i

b) f(x)=
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3

2112, Zbadaj liczbe rozwigzan réwnania =m w zaleznosci od wartosci

x> -9

z=rzmetrum, m € R,

2 113. Zbadaj liczbe rozwigzan réwnania 1+ (x* —3x+ 1) + (X* = 3x + 1)’ +...=m
w z=leznosci od wartosci parametru m.

2
2.114. Na podstawie wykresu funkeji f(x)=

= okres! liczbe rozwigzan row-
(2-x)
iy ey gt
s=nia ———— =m w zaleinosci od wartosci parametru m, m € R.

(2-|x|)°

Zadania optymalizacyjne

2.115. 7 kwadratowego arkusza blachy o boku dtugosci 80 cm wycigto w narozach
—==ry przystajace kwadraty o boku diugosci x. Otrzymany profil odpowiednio zgig-
== stykajace sie krawedzie zlutowano i w ten sposob otrzymano prostopadtoscien-
== skrzynie (bez gérnego wieka). Dla jakiej wartosci x pojemnosc otrzymanej skrzyni
‘=== najwieksza? Wyznacz te pojemno$c z doktadnoscia do 0,1 litra.

2 116. Nalezy wykona¢ skrzynie w ksztaicie prostopadtoscianu (bez gérnego wie-
= ktérego podstawa jest kwadratem. Pojemnos¢ skrzyni ma by¢ rowna 32 litry.
=i wymiary (w centymetrach) powinno mie¢ to pudetko, aby jego pole po-
we=rzchni byto najmniejsze?

2.117. 7 kawatka drutu majacego dtugoéé 96 cm wykonano model prostopadto-
<==nu o podstawie kwadratowej i najwiekszej objetosci. Jakie s3 wymiary tego pro-
=opadfoscianu?

2 118. Nalesy sporzadzic¢ skrzynie (z pokrywa) w ksztatcie prostopadfoscianu o ob-
‘=mosci 72 cm?. Stosunek dtugosci krawedzi podstawy tego prostopadtoscianu ma
=< rowny 1 : 2. Jakie powinny byé wymiary skrzyni, aby na jej konstrukcje zuzyc jak
== mniej materiatu?

2 119. Suma diugosci trzech krawedzi prostopadtoscianu wychodzacych z jednego
wierzchotka jest réwna 54 cm. Dtugos¢ jednej z tych krawedzi jest dwa razy wieksza
=< drugiej. Jakie sa dtugosci krawedzi tego prostopadtoscianu, ktory ma najwieksza
2bistosc?
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2.120. 7 kawatka katownika majacego diugosé 9,6 m zrobiono szkielet akwarium,
w ktarym stosunek diugosci krawedzi podstawy jest rowny 2 : 3. Jakie sg wymiary
tego akwarium, jesli jego objetosc jest najwieksza?

2.121. Do pewnej liczby a dodano jej kwadrat, a nastepnie odjeto szescian liczby a.
Czy istnieje taka liczba a, dla ktérej wartos¢ otrzymanego wyrazenia jest najwieksza,
jesli:

a) a € (0, +x) b) a € R?

2.122. Czy istnieje przedstawienie liczby 10 w postaci dwoch sktadnikow, dla kto-
rych iloraz sumy kwadratow tych sktadnikow przez iloczyn tych skiadnikow jest naj-
mniejszy, jesli:

a) oba sktadniki sg dodatnie

b) jeden ze skfadnikéw jest ujemny?

2.123. Wyznacz dwie nieujemne liczby x, y, ktore spetniajg rownanie 2x + y =1, tak
aby suma ich szesciandw x* + y* byfa:
a) najmniejsza b) najwigksza.

2.124., Wydajnos¢ pracy pewnego robotnika zmienia sie w ciggu osmiogodzinnego
1
dnia pracy i po t godzinach od jej rozpoczecia osigga wartos¢ w(t) =50 + 9t —t* — §t3,

gdzie t € (0, 8). O ktdrej godzinie wydajnos¢ robotnika jest najwieksza, jesli rozpo-
czyna on prace o godz. 6%?

2.125. W tréjkacie prostokatnym wysokosc poprowadzona z wierzchotka kata pro-
stego jest rowna h. Dzieli ona przeciwprostokatng na odcinki majace dtugosc x oraz
y —x. Wyznacz y jako funkcje x i oblicz najmniejszg wartosc tej funkcji.

*2.126. Potproste OA~ i OB zawieraja sie w prostych prostopadiych, CD L BD oraz
ICD|=2i|DO| = 3 (zobacz rysunek ponizej).

] D )

Oznaczmy dtugosc odcinka OA przez x.
a) Wyznacz diugosc L(x) odcinka AB jako funkcje x.
b) Dla jakiej liczby x funkcja L przyjmuje najmniejsza wartos¢?
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2.127. W pewnej firmie koszt wytworzenia x sztuk towaru w ciggu jednego dnia
wyraza sie wzorem K(x) = 0,1x* + 675, gdzie x € (5, 40). lle sztuk tego towaru trzeba
dziennie wyprodukowaé, aby koszt wytworzenia jednej sztuki byt najmniejszy?

2.128. Dzienny koszt zasadzenia x drzew w parku wyraza sig K(x) = x> — x + 250,
zdzie x € (4, 65). lle dziennie trzeba zasadzi¢ drzew w tym parku, aby koszt zasadze-
nia jednego drzewa byt najmniejszy?

Test sprawdzajacy do rozdziatlu 2.

o KL
1. Granica lim ———— jest rowna:
#=3 XT =K

AL+ B.—0 C.0 D. 1.

2

2. Réwnosé lim S =6 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy:

x=3 x+da
A.o=3 B.a=-3 C.aeR-{3} D.a e R—{3}.

= s AN " .
3. Granica lim ———— jest rowna:
X

x—=0
A, 1 B. j C.—4 D. 4.
4 4

F =

. Niech W(x) = ax® + 2x* —x +a, gdzie x € R.
CJedlia#0,to lim W(x)= lim W(x)

X+ X—y—x

_Jeélia#0,t0 lim W(x)=— lim W(x)

X=)y+00

=

o

nl

_Jedlia=0,to lim W(x)= lim W(x)=-x
X A=y=0C

-+

D. Jeélia=0,to lim W(x)=—= i lim W(x)=+=.
x X—p—0

S 4w

24X i 5
. Funkcja f(X)=4x—6 Sl 53
2x -3, jesli x=5
4. jest ciggta w punkcie 5
3. jest lewostronnie ciggta w punkcie 5
C. jest prawostronnie ciggta w punkcie 5
D. nie jest ani lewostronnie ciagta w punkcie 5, ani nie jest prawostronnie ciggta
w punkcie 5.

u
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6.

Niech dana bedzie funkcja y = W(x), gdzie W(x) jest wielomianem. Wiadomo, ze

W(1) >0, W(2) >0, W(3) < 0, W(4) > 0. Z tego wynika, ze réwnanie W(x) = 0:

A.

B
€.
D

~l

. Funkcja f(x)= {

nie ma rozwigzan w przedziale (1, 2)

. nie ma rozwiagzan w przedziale (2, 4)

ma tylko jedno rozwigzanie w zbiorze R

. ma co najmniej dwa rozwigzania w zbiorze R.

8, jeslixeC
. jest:
2x°, jesli xeR-C

A. nieciagta w kazdym punkcie bedacym liczbg catkowitg

B. ciagta w punkcie 4

C. ciggta w punkcie -4

D. ciggta w punkcie —2.
2xt=x=1 .

8. Dana jest funkcja f(x)= x4 Jesll ke {1}. Zatem:
3, jesli x=1

A. funkcja f jest ciagta w punkcie 1

B. lim f(x) nie istnieje
x—1

oCOwWPr W

lim f(x)=1

x—1"
. lim f(x)=-1.

x—¥1"

?-5x+4

. Wykres funkcji f(x)= i% gdzie x € R — {1} ma asymptoty obustronne:
. pionowa x =1iukos$ng y=-2x+3

pionowa x =-1iukosngy=-2x+3

pionowg x=1iukosngy=3x-2
. pionowg x =-1iukosngy =3x- 2.

10. O funkcji y = f(x) wiadomo, ze jest funkcjg wymierna, ktéra w punkcie x,,, ma
minimum lokalne, a w punkcie x,,,, ma maksimum lokalne. Zatem:

A.

f(xmin) {f(xmax)

B. f(x....) jest najwigksza wartoscig funkcji f
C' f('xmm} lf(xmax) > 0

D.

jest mozliwy przypadek, w ktérym f(x,...) > f(Xq..)-

11. Niech dana bedzie funkcja f okreslona w zbiorze R.

A.

Jedli funkcja f jest ciagta i rosnaca w zbiorze R, to jest rézniczkowalna w zbiorze R
i f'(x) > 0 dla kazdej liczby x € R.
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= Jesli funkcja f jest ciggta i rosnaca w zbiorze R, to jest rézniczkowalna w zbiorze R
i1 f'(x) = 0 dla kazdej liczby x € R.

— lesli funkcja f jest rézniczkowalna i rosngca w zbiorze R, to f'(x) > 0 dla kaidej
liczby x € R.

2. lesli funkcja f jest rézniczkowalna i rosnaca w zbiorze R, to f'(x) = 0 dla kazdej
liczby x € R.

12. Dana jest funkcja f(x)=

Z‘:i Z  gdziex € R—{-2,2).
Funkcja f nie ma ekstremow lokalnych wtedy i tylko wtedy, gdy b = 2a.
leslia=0ib >0, to funkcja f ma tylko jedno ekstremum lokalne — maksimum.
lzslia=0ib >0, to funkcja f ma tylko jedno ekstremum lokalne — minimum.

ledlia#0ib=0, to funkcja f ma dwa ekstrema lokalne.

CNRNTES

13. Dziedzing funkcji ciagtej f jest przedziat otwarty. Zatem:

= zbiorem wartosci funkcji f moze by¢ przedziat domkniety

= zbiorem wartosci funkeji f moze by¢ suma dwdéch przedziatéw roztgcznych
. zbior wartosci funkcji f jest zawsze przedzialem otwartym

= funkcja f zawsze przyjmuje wartos¢ najmniejsza i najwieksza.

1]

24, Na rysunku obok dany jest wykres pewnej funkcji kwa- ’t“’
Zr=towej f. Wérdd czterech wykreséw ponizej jest jeden, ktory
srz=dstawia wykres pochodnej funkcji f. Wskaz ten wykres.

& Ay B. \JLV y=flx)
] 0 a ?(
y=a(x) y=g.(x)
{
I » - »
|
|
- AY D. AY
y=g;(x) o v =g,x) .

=
>\

(=
¥
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15. Dziedzing funkcji ciggtej f jest zbidr R.

A. Jeéli funkcja f jest rézniczkowalna i f'(xp) = 0, to w punkcie x, jest ekstremum
lokalne funkcji f.

B. Jesli w punkcie x, jest ekstremum lokalne funkcji f, to f'(x,) = 0 lub f'(x,) nie ist-
nieje.

C. Jesli f'(x,) nie istnieje, to w punkcie X, funkcja f ma ekstremum lokalne.

D. Jedli funkgja f jest rézniczkowalna i rosngca w zbiorze R, to f'(x,) > 0 dla kazdej
liczby x € R.

16. Funkcja f(x) =x* —4x*+ 5, gdzie x € R:
A. ma ekstremum lokalne w punkcie 0

B. jest malejaca w przedziale (-, 3)

C. jest malejaca w przedziale (0, +x)

D. przyjmuje najwieksza wartosc.

XI

17. Funkcja f(x)= 4,gdziex € R—{-4,4)

|x| =
A. jest rozniczkowalna w punkcie 0
B. ma dwa maksima lokalne
C. jest malejaca w zbiorze (0, 4) U (4, 8)
D. jest rosnaca w przedziale (-4, 4).

18. Funkcja f(x) = x— 1| + |[x + 1|, gdzie x € R:

A. ma tylko jedno miejsce zerowe

B. jest malejaca w przedziale (-, 1)

C. nie jest rézniczkowalna w punkcie 0

D. w kazdym punkcie przedziatu (-1, 1) ma minimum lokalne.

19. Dana jest funkcja f(x) = x> + 2x* - 3x - 4, gdzie x € R.

A. Réwnanie f'(x) = 1 ma dwa rozwiazania catkowite.

B. Istniejg dwie styczne do wykresu funkcji fnachylone do osi OX pod katem 45°.
C. Styczna do wykresu funkeji f w punkcie (-2, 2) opisuje rownanie y = —X.

D. Styczna do wykresu funkcji f w punkcie (-2, 2) przechodzi przez punkt (1, 6).

20. Dana jest funkcja f(x) = x* + mx? + 3x + 2, gdzie x € R.

A. Funkgja fjest malejgca w zbiorze R wtedy i tylko wtedy, gdy m € (-0, —3) U (3, +%).
B. Funkcja fjest malejaca w zbiorze R wtedy i tylko wtedy, gdy m € (~90,—3) U (3, +%).
C. Funkcja f jest rosnaca w zbiorze R wtedy i tylko wtedy, gdy m € (-3, 3).

D. Funkgja f jest rosnaca w zbiorze R wtedy i tylko wtedy, gdy m € (-3, 3).
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Zadania powtorzeniowe do rozdzialu 2.

2.129. Zbadaj, czy istnieje granica funkcji f w punkcie x;, jesli:

3
B gt = o ug
| x]

|x|*~5x2

2) flx)= P

leéli granica istnieje, to jg wyznacz.

;=0

2.130. zbadaj, czy istniejg ponizsze granice. Jesli istnieja, to je wyznacz.

. 2x* -6 . 4x+8
2) l:ma—zi b) lim e
k23X —4x° + X x-2x° +4x+1
. x*+2x-15 . N2x+9-1
R i —r——— d) lim ———
x=32x° —4x—6 x4 x+4
3 v 4 2
+ —
=) lim X +2X +X f) |im_f_x__6_

-1 x2-1 =2 x* —4x+4

2.131, Wyznacz granice jednostronne:

3x7-2x-1 . X=2%-4
L [T s ) Hpee————
x210 x*—4 x=2 x“ +3x—-10
P 2
+4x— —3x-
=3 X —x—6 ¥ =1 =R =2 —1
7 x? —10x+24

R —— f) lim —
x—-2" X° +4x+4 x—4" x°—-8x+16

2.132. Wyznacz granice:
22 +4x+5

2} lim [—2(1—2x)(x+3)(1—3x)] b)

“3x7+2x* +x+1
im = =
=+ (1-2x7)(1+2x%)

c)

im ———
x—-x3(1-2x)(x—1)
e ax® —3x* +5x
i
x=em (4x—1)

2.133, Temperature T wrzenia wody (w °C) w zaleznosci od wysokosci h (w me-
+r2ch) nad poziomem morza (n.p.m.) opisuje w przyblizeniu funkcja

T(h) = 103,79 - 0,1895+/ h+400, gdzie h < (0, 2000)
Wykaz, korzystajac z twierdzenia Darboux, ze pomigdzy 800 m n.p.m. a 900 m
=.0.m. jest taki punkt, w ktérym woda wrze w temperaturze 97°C.
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2.134. Maty kulisty kamier wystrzelono pionowo do géry. Odlegtosc s(t) kamienia
od ziemi (w metrach) po t sekundach od wystrzelenia (do upadku na ziemie) opisuje
funkcja
s(t) = 1,5 + 34,3t — 4,9t
a) Z jakiej wysokosci nad ziemig wystrzelono kamien?
b) Na jakiej wysokosci byt kamier po 3 sekundach od wystrzelenia?
¢) Jaka byta érednia predko$¢ kamienia miedzy 2 a 3 sekundg od wystrzelenia?
d) Jaka byta predkos¢ chwilowa w 3 i w 4 sekundzie po wystrzeleniu kamienia?
e) Na jakg maksymalng wysokos¢ wznist sig kamien?
f) Poilusekundach od wystrzelenia kamier spadt na ziemie? Wynik podaj z doktad-
noscig do 0,01 sekundy.

2.135. Spuszczenie wody z basenu zajmuje 80 minut. llos¢ wody w basenie (w li-
trach) po t minutach od rozpoczecia spuszczania wody opisuje funkcja
V(t) = 250 - (80 — t)?, gdzie t € (0, 80)

a) lle metréw szeéciennych wody miesci sig w napetnionym basenie?

b) lle metréw szesciennych wody pozostanie w basenie po 20 minutach od rozpo-
czecia spuszczania wody?

c) lle - érednio — litréw wody na minute wyptynie z basenu w czasie 20 poczatko-
wych minut od rozpoczecia spuszczania wody?

d) Jaka bedzie predkos¢ wyptywania wody z basenu (w litrach na minute) w 20 mi-
nucie od rozpoczecia spuszczania wody?

2.136. O funkgji ciagtej f wiadomo, ze jesli x € (7, 10), to f'(x) > 0. Styczna w punk-
cie A(10, 8) nalezacym do wykresu funkcji f ma wspotczynnik kierunkowy réwny
zero. Ponadto funkcja fjest malejaca w przedziale (10, 15). Sposréd ponizszych zdan
wybierz zdania prawdziwe. Uzasadnij swoj wybor.

a) W punkcie 10 funkcja f ma minimum lokalne.

b) W punkcie 10 funkcja f ma maksimum lokalne.

c) W punkcie 10 funkcja f nie ma ekstremum lokalnego.

d) Styczna do wykresu funkcji f w punkcie A opisuje rownanie y = 8.

e) Styczng do wykresu funkgji f w punkcie A opisuje rownanie y = 10.

f) Styczna do wykresu funkcji f w punkcie A opisuje rownanie y = 10x.

2.137. Rysunek obok przedstawia szkic wykre- ERE) AY

su funkeji f(x) = x>+ 3x2 + 24x - 72, gdziex € R.

Punkty A, B, C, D nalezg do wykresu funkcji f.

Wyznacz wspétrzedne tych punktéw, wiedzac, A > B, 2
dodatkowo, ze: c 3

— punkty A, B naleig tez do osi OX
— styczna do wykresu funkcji f w punkcie C jest
opisana rownaniem y = 24x — 68
— styczna do wykresu funkcji f w punkcie D jest
réwnolegta do osi OX. D
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2.138. Na rysunku ponizej przedstawiony jest wykres funkcji f, ktorej dziedzing
iest przedziat (-3, 5). Wykres ten sktada sig z dwéch odcinkéw i fragmentu paraboli.

AY
+s

y=flo

}:: ol 1 1 : 1 o »
—7—2—1 1 23465G6X

) Podaj zhidr, w ktorym funkcja f jest rozniczkowalna.

5) Oblicz: f'(-2), (1), f'(3), f'(4).

2.139. Wykaz, ze najmniejszy kat, pod jakim moze byc nachylona do osi OX styczna
do wykresu funkcji fix) = x> — 6x2 + 13x — 8, gdzie x € R, jest rowny 45°.

2.140. Dla jakich wartosci parametru k (k € R) funkeja
2kx* +3, jedli x<1
flx)=¢-10 .
—, jesli x>1
kx
w=st:
=) ciggta w zbiorze R
) rozniczkowalna w zbiorze R?

2.141. Dana jest funkcja f(x) = x* + 4x* — 3x— 12, gdzie x € R.

) Wyznacz miejsca zerowe funkcji f.

) Wyznacz ekstrema lokalne funkcji f.

<} Napisz rownanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie A, w ktérym wykres
funkcji f przecina os OY.

4) Punkt B nalezy do wykresu funkcji f. Styczna do wykresu w tym punkcie jest row-
nolegfa do stycznej w punkcie A. Wyznacz wspotrzedne punktu B oraz réwnanie
stycznej do wykresu funkcji f w tym punkcie.

1
2.142. Maksymalny przedziat, w ktorym funkcja f(x) = §x3 + ax® + bx + 7, gdzie
* = R, jest malejaca, to przedziat (-5, 3).

=] Oblicz wspotczynniki a, b.
=) Wyznacz ekstrema lokalne funkgji f.

7
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2.143. Dana jest funkcja f(x) = %x‘ - %x3 - gxhr 9x + 1, gdzie x £ R.

a) Wyznacz ekstrema lokalne funkcji f.
b) Wyznacz zbiér wartosci funkcji f.

2.144, pana jest funkcja f(x) = =2 + 3 + 2,5x, gdzie x € (-5, 0) U (0, 5). Wyznacz
X

zbiér wartosci funkcji f.

2.145. Wyznacz zbidr wartosci funkeji f(x) = x> + @, gdzie x € R— {0}.
X

2.146. Wyznacz asymptoty wykresu funkgeji f(x) = l)cr s + 3, gdzie
x € (-3,0) U (0, +). ¢ ¥

2.147. Maty zakfad moze produkowaé dziennie x wieszakow, gdzie x € (20, 200).

Na dzienne koszty dziatalnosci zaktadu sktadaja sie nastepujace elementy;

— 4zt to koszt zwigzany z wyprodukowaniem kazdego wieszaka;
22500

X

— 600 zi to wynagrodzenie pracownikéw.

a) Zapisz wzor funkcji y = K(x), gdzie K(x) oznacza dzienny koszt dziatalnosci zaktadu
przy wyprodukowaniu x wieszakow.

b) Oblicz, ile wieszakow dziennie powinien wyprodukowac ten zaktad, aby jego
dzienny koszt dziafalnosci byt najmniejszy.

to koszty biezace dziatalnosci zaktadu, serwis urzadzen produkcyjnych;

2.148. Kierowca samochodu osobowego z silnikiem benzynowym ma do przeje-
chania autostradg odcinek majacy diugosc 490 km. Rozwaza dwa warianty:
1) jazda z predkoscia, przy ktérej srednie spalanie jest najnizsze,
2) jazda z maksymalng dopuszczalng predkoscia (140 km/h).
Wiadomo, ze srednie spalanie f(x) w tym samochodzie (w litrach na 100 km) w za-
leznosci od sredniej predkosci x, opisuje funkcja
x* +23450 ,
flx) = P 28,5 gdzie x € (5, 140),
a cena jednego litra benzyny jest rowna 5,50 zt. Oblicz:
a) ile czasu zajmie przejazd samochodu w wariacie 1) i w wariacie 2)
b) o ile ztotych tanszy bedzie przejazd w wariancie 1) (uwzgledniamy wytgcznie
koszt benzyny).
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e Geometria analityczna

Wektor w ukladzie wspétrzednych.
Wspoélrzedne srodka odcinka

3.1. Dane sg punkty A i B. Oblicz wspéfrzedne i dfugoé¢ wektora AB. Narysuj wektor
AB w uktadzie wspétrzednych.

a) Al(7, 2), B(3,-1) b) A(0,-3), B(-1, 0)

c) A(-4,-7), B(1, 5) d) A(-5, 3), B(0,-2)

3.2. Dany jest punkt A oraz wektor AB. Oblicz wspotrzedne punktu 8.
3) A(0,-3), AB=[2,-1] b) A(-4,0), AB=3, 5]

o) A(?%, -6], AB = [—4, 7%] d) A[V3,243), AB=[V3 +3,1-23]

3.3. Dany jest punkt B oraz wektor AB. Oblicz wspotrzedne punktu A.
a) B(3,2), AB=[-1,0] b) B(-7,3), AB=[-4,5]

c) B(0,-8), AB=[-3,-2] d) 3(2%, \./:EJ, AB = [1%, —\E}

3.4. Sprawdz, czy wektory AB oraz CD sa réwne:
a) A(1, 2), B(3, 6), C(-1, 5), D(1, 9) b) A(-2, 6), B(1, 2), C(3, 1), D(0, 5)
C} A(—Z, _1}, B{4r 2): C{7, "S)r D(]‘! _2} d} A(3; 8): B(_4; 2]: C(lr _10).- D{—ﬁ, "'15)

3.5. Sprawdz, czy wektory AB oraz CD sa przeciwne:
a) A4, 3), B(5, 2), (2, 2), D(1, 3) b) A(2, 5), B(8, 7), C(-4,-7), D(2,-5)
C) A(ZJ -'7]3' B(S: 8): C{_ll, 3}1' D(d, 6) d) A(_'q: 2): 8(31 _1).» C(—af 1): D(4: _4]

3.6. Wykaz, ze jesli niezerowe wektory a = [a,, a,] oraz b= [b,, b,] sa réwnolegte,
toa,b, - a,b, =0.

3.7. Korzystajac z rownolegtosci wektoréw, sprawds, czy odcinki AB i €D sa réwno-
legte, jesli:

a) A(-10,-4), B(-7,-2), C(5, 1), D(11, 4)

b) A(0, 2), B(4, 0), C(0, 4), D(0, 6)

c) A(-4,-1), B(3, 6), C(1,-3), D(2, -2)

d) A(—l, 16} B(1, -20), C[l, —7], D(l, 1]
2 2 6 .
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3.8. Wyznacz liczbe m, dla ktérej wektory u = [m? — 1, -m]orazv=[-1, m] sq:
a) rowne b) przeciwne ¢) réwnolegte.

3.9. Dane sg wektory; u = [2,-4], V= [3,4],z= [10, -2]. Oblicz wspétrzedne i dtu-
gosc¢ wektora:

ol et b)a=E & 3 d) %a_mz’

3.10. Wyznacz wspétirzedne srodka odcinka AB, jesli:
a) A(0, 4), B(-2, 0), b) A(-3,1), B(3, 5)

c) A(4,-1), B(-10,9) d) A(v2,-3),8(v2,7)

3.11. Wyznacz wspétrzedne punktu A, bedacego obrazem punktu A w symetrii
$rodkowej wzgledem punktu P, jesli:

a) A(-3,0), P(-1, 2) b) A(6, 2), P(3, 0)

c) A(0,-2), P(-2,1) d) A(-3,-3), P(4, 5)

3.12. Wyznacz wspdtrzedne punktéw podziatu odcinka AB:
a) na dwa odcinki réwnej dtugosci, jesli A(-3, 4), B(2, -7)

b) na cztery odcinki rownej diugosci, jeéli A(-5, —7), B(3, 5)
¢) na trzy odcinki réwnej dtugosci, jedli A(2, —3), B(-10, 3)

d) na szes¢ odcinkdw réwnej diugosci, jesli A(-1, 3), B(S, 15).

3.13. Dane sg dwa wierzchotki réwnolegfoboku ABCD i punkt P przeciecia sie prze-
katnych. Oblicz wspdtrzedne pozostatych wierzchotkéw rownolegtoboku, jesli:

a) A(-3,5), B(-2,-1), P(3,1) b) B(4,-2), C(2,7), P(-1, 2).

Narysuj réwnolegtobok ABCD w uktadzie wspotrzednych.

3.14. Dane sa trzy wierzchotki réwnolegtoboku ABCD. Oblicz wspodtrzedne czwarte-
go wierzchotka oraz wspétrzedne punktu P przecigcia przekatnych, jesli:

a) A(4,1), B(2, 6), C(-8, 3) b) A(-5,-2), B(3, 1), D(-2, 5).

Narysuj rownolegtobok ABCD w ukfadzie wspétrzednych.

3.15. Oblicz wspétrzedne punktu S przecigcia srodkowych w tréjkacie ABC, jesli:
a) A(Of 0): 8(9: O)r C(O, 6) b) A(_4r 0): B(_2! _5)1 C(O, 2)
C) A{_Z! 7): B( 1! 2)1 C(q: 0) d) A(_'q'r _6)1 B[ZJ _11}; C{S, S)'
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Kat miedzy niezerowymi wektorami

3.16. Oblicz sinus kata & utworzonego przez wektory ¢ i v, jesli:

a) u=[v3,v6),v=12,0] b) u=[-3,4],v=[0,5]
c) u=[7,-1),v=[-2,2] d) u=[12,-5],v=[6, 8]

3.17. Oblicz cosinus kata ¢ utworzonego przez wektory u i v, jesli:

a) u=[2v2,1),v=[0,-5] b) u=[/5,2],v=[5,0]

) u=[-4,8],v=[1,2] d) u=[V6,32],v=[2v2, 4]
3.18. Wyznacz miare kata « utworzonego przez wektory uiv, jesli:

a) u=[(1,2],v=[4,-2) b) u=[-3,3],v=[2,0]

) u=[+3,1,v=[1,0) d) u=[-3,-1],v=[2V3,-2]

3.19. Oblicz diugosci bokéw oraz miary katow trojkata ABC, jesli:
a) A(_7J‘ 1): B{lr ‘_l)r C(_Z: 4)

b) A(-4,-2+/3), B(2, -24/3), ¢(-4, 44/3)
c) AlV3,+/3),8(3,v3), c(3++3,3+3)
d) A(0, 3), B(3v/3, 6), c(-3+/3, 6)

3.20. Dane sa wektory u i v. Wskaz pary wektoréw rownolegtych oraz pary wekto-
row prostopadtych, jesli:

a) u=1[2,5),v=[v28,5v7]
b) u=[2v3,-9],v=|9, V12]

¢) u=[3a, —2a],6=[%, —%J,a < R-{0)
d) u= {20, ﬂ V= [—% 5], aeR-{0)

3.21. Wykaz, ze przekatne czworokata ABCD s prostopadte. Nastepnie oblicz pole
czworokata, jesli:

a) A(-4, 1), B(-2, 3), C(-4, 5), D(-6, 3)

b) A(-8,0), B(-1, 1), C(4, 6), D(-3, 5)

c) A(-8, 3), B(-3, 2), C(0, 11), D(-S, 8)

d) A(-7,-7), B(7,-7), C(4, 4), D(-4, 4)
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3.22. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a (a € R), dla ktorych wektory
U= [a,-2]i v=[-4—a, a] sa rownolegte.

3.23. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a (a € R), dla ktérych wektory
u=[a-2,3]i v=[a—2,a®+2a +4] sa réwnolegte.

3.24. Dane sg wektory u=1[1,2], v=[3,-6), ,'3= {a, —ﬂ Wyznacz wartosc para-

metru a, jesli wiadomo, ze wektory r=(a+1)- U+V i 5, s3 prostopadte.

3.25. Dane sg wektory u=[3,-1),v=[-25], p =[1, —2]. Wykaz, ze jedli wektory p
ir=a-u—b-v,saprostopadte, to 12b + 5a = 0.

Roéwnanie kierunkowe prostej

3.26. Wyznacz wspétczynnik kierunkowy prostej przechodzgcej przez punkty A i B,
jesli:
a] A(zr —3), B(G, 7) b) A(—4, 1}: 3(2, 7)

NE T
4 4 8 2 4 2

3.27. Prosta | przechodzi przez punkt A, a jej wspdtczynnik kierunkowy jest row-
ny m. Wyznacz rownanie kierunkowe prostej /, jesli:
a) m=-3, A(5, 6) b) m=2,A(-10, 12)

c) m= %,A(—l, —-9) d) m :—%, A(24, —36)

3.28. Napisz réwnanie kierunkowe prostej przechodzacej przez punkty A i 8, jesli:
a) A(-10, 58), B(2, 22) b) A(-8,-95), B(4, 25)
¢) A(-10,7), B(S, -3) d) A(-6,-2), B(24, 4)

3.29. Prosta przechodzi przez punkty A i B. Podaj (z doktadnoscia do jednego stop-
nia) miare kata nachylenia prostej do osi OX, jesli:

a) A(-4,2),B(1,8) b) A(5, 6), B(9, 4)

c) A(12,-3), 8(6, 15) d) A(2,-3), B(-1,-19)
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3.30. Dane jest rownanie prostej k. Podaj miare kata nachylenia tej prostej do osi
0X, jesli:

8], Ky =%-1 b) kiy=+3x+12 c) kiy=1-3x
), ks o= X2 e) k:y=—§x+% f) k:y:—_3~26\/§x

3.31. Wyznacz réwnanie kierunkowe prostej k przechodzacej przez punkt P i na-
chylonej do osi OX pod katem «, jesli:
a) P(0,0),a=135° b) P(0, 6), & =30° c) P(4,0), ¢ =120°

d) P(3,-4), @ = 45° e) P(-24/3,5),a=60° f) P(\6, V/8), & =150°

3.32. Wyznacz réwnanie prostej | przechodzacej przez punkt A, ktéra tworzy z osig
odcietych kat o mierze dwa razy wiekszej od kata, jaki tworzy z t3 osig prosta k, jesli:
a) k:y=3x+1,A(16,-1) b) k:y=0,5x+3, A6, —8)

3.33. Dany jest trojkat o wierzchotkach: A(—4, 3), B(4, -5) i C(8, 1). Wyznacz:
3) dfugosc srodkowej AS

b) réwnanie kierunkowe prostej zawierajgcej sSrodkowa AS

c) wspodtrzedne srodka ciezkosci trojkata ABC.

3.34. W tréjkacie ABC dany jest wierzchotek A(-6, —2), $rodek E(0, —1) boku AB
i wektor BC =[-8, 4]. Wyznacz réwnania kierunkowe prostych, w ktdrych zawieraja
sie boki tréjkata ABC.

3.35. W tréjkacie ABC punkt K(-5, 1) jest srodkiem boku AC, za$ punkt L — $rodkiem

boku BC. Wiedzac, ze AK = [1, 6] oraz KL = [8, 4], wyznacz réwnania kierunkowe
prostych, w ktérych zawieraja sie boki tréjkata ABC.

3.36. W tréjkacie ABC dane sa: A(-3, —3), AB = [7, 0] oraz $rodek ciezkosci
(

SL 3%, —1%) . Oblicz miare kata rozwartego ABC tego trojkata.

3.37. Dwa wierzchotki tréjkata réwnoramiennego ABC znajdujg sie na paraboli
o réwnaniu y = %(x— 4)?, zas trzecim wierzchotkiem tréjkata jest wierzchotek para-

boli. Wyznacz wspétrzedne wierzchotkow tego trojkata, jesli wiadomo, ze kat roz-
warty tego trojkata ma miare 120°.
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Réwnanie ogolne prostej

3.38. Przedstaw réwnanie prostej k w postaci ogolnej:

x 12—-x -X+5 x-1 x+2
a) ki -= b) k:y= c) ky+ —=—
) 3 = ) ky = ) kiy z 5

3.39. Wyznacz réwnanie ogélne prostej k, do ktorej nalezg punkty A i B, jesli:
a) A(0, 8), B(2, 4) b) A(3,-4), B(11, -4)

c) A(-3,2), B(4,9) d) A2, 6), B(v2,-32)

3.40. Wyznacz réwnanie ogdlne prostej k przechodzacej przez dwa punkty P i Q
(skorzystaj bezposrednio z réwnania ogdlnego prostej), jesli:

a) P(0,-4),Q(3,1) b) P(v/5,-3), QlV5, 8)

C} P(zr 2): Q(_l; 0) d) P(B, 1): Q{_l; _7)

3.41. Wyznacz réwnanie ogdlne i kierunkowe (o ile istnieje) prostej k prostopadte]
do wektora u i przechodzacej przez punkt P, jesli:

a) u=1[-1,2),P(3,4) b) u=[6,-1], P2, 5)

c) u=I[5,0],P-7,8) d) u=[0,-3], P(12,-9)

3.42. Wyznacz wartos¢ parametru p, dla ktérej proste k, I, m przecinajq sie w jed-
nym punkcie, jeéli:k:x+y+1=0,l:x+p=0,m:3x-y—-9=0.

3.43. Wyznacz wartoé¢ parametru m, dla ktorej proste: k — prostopadta do wektora
u=[2,-3] i przechodzaca przez punkt P(-1, 6) orazp: x +y-5=0
i n:—x + (m + 2)% — 7 = 0 przecinaja si¢ w jednym punkcie.

3.44. Dla jakiej wartoéci parametru m proste k: mx + (m + 4)y —5 =0 oraz
I: (m + 1)x — my — 10 = 0 przecinaja sig na osi odcigtych?

3.45. Dla jakiej wartosci parametru m proste k: x — my + m + 4 = 0 oraz
I: 2mx + y—m— 1 =0 przecinaja sie na osi rzednych?

3.46. Podaj miare kata, jaki tworzy z osig OX prosta dana réwnaniem ogélnym:
a) x+y-7=0 b) ng—y+90:0 c) \/§x+y+1=0
NE)

d) V3x-3y+15=0 e) x—~/3=0 f) y==0
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3.47. Oblicz pole tréjkata ograniczonego osiami ukfadu wspétrzednych oraz prosta
k prostopadta do wektora u = [3, 1] i przechodzaca przez punkt P(4, 2).

3.48. W prostokacie ABCD dane sa: wierzchotek C(2, 4) i wektor AB = [4, 4]. Wy-
znacz réwnanie ogolne prostej zawierajgcej przekatng AC tego prostokata, jesli wia-
domo, ze wierzchotek A nalezy do prostej k: x—y—4 =0,

3.49. W tréjkacie réwnoramiennym ABC (|AC| = |BC|) dane s3: wierzchotek C(-6, 2)
oraz wektory CD = [-6, 4] i AB = [-4, -6], gdzie CD jest wysokoscig trojkata popro-
wadzong z wierzchotka C. Wyznacz réwnania ogdlne prostych, w ktorych zawieraja
sie boki tego tréjkata.

Kat miedzy prostymi

3.50. Dane sg rownania ogdlne prostych k i I. Czy proste k i | s3 réwnolegte? Odpo-
wiedz uzasadnij.

a) ki2x-3y+6=0 [—x+ 1%3/—2:0

b) k:3x-4=0 l:2y+5=0
¢) k:7x+21ly—-3=0 [x-3y—-1=0
d) k:2x+7=0 I:3x—5=0

3.51. Napisz rownanie ogodlne prostej / rownolegtej do prostej:
a) k:3x-2y+ J3=0i przechodzacej przez punkt P(-1, 1)

b) k: 4x + 9y = 0 i przecinajgcej 0$ OY w punkcie P(0, 5)

c) k:2x—11=01 przecinajgcej o$ OX w punkcie P(-4, 0)

d) k: y—5=0i przechodzacej przez punkt P(7, \E)

3.52. Dane sa réwnania ogdlne prostych ki I. Czy proste k i | s3 do siebie prosto-
padte? Odpowiedz uzasadnij.

a) k:5x+3y—-2=0 [:-15x+ 25y +10=0

b) k:5x+7=0 3y-2=0

c) k:4x—20y+30=0 |:15x-3y-2=0

1 1
d) k:-—gxh§y+1=0 L15x-1-y+2=—=0
3 4 3 5

3.53. Napisz réwnanie ogélne prostej / prostopadtej do prostej:
z) k:5x—y+ 3 =0i przechodzacej przez punkt P(-1, 2)
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b) k:y+4=0iprzechodzacej przez punkt P(—\ﬁ, \E)
¢) k:10x—7 =0 i przechodzacej przez punkt P(3, 8)
d) k:—3x+ 2y =0i przecinajacej o$ OY w punkcie P(0, -2)

3.54. Oblicz brakujace wspétczynniki w réwnaniu ogélnym prostej /, wiedzac, ze:

a) prosta l: Ax— 2y + C=0 jest réwnolegta do prostej k: 5x + 14y -1=0 i przechodzi
przez punkt P(7, 0)

b) prosta I: x + By + C =0 jest réwnolegta do prostej k: -3x +4y —~5=01 przechodzi
przez punkt P(1, -3)

¢) prosta I: 3x + By + C =0 jest prostopadta do prostej k: —20x + 15y —7=0 i prze-
chodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych

d) prosta l: Ax+y + C=0 jest prostopadta do prostej k: 2x + 4y — 13 =01 przechodzi

1
przez punkt P 3 7.

3.55. Wyznacz liczbe m, dla ktérej proste k oraz / sg rownolegte, jesli:
a) k(m-1)x+(m+1y-5m=0 I:3x=2y+4=0
b) k:3mx+4y—8=0 L(m+3)x+2y-9=0

3.56. Wyznacz liczbe a, dla ktérej proste k i / sa prostopadte, jesli:
a) ki —~x+(2a—1)y-10=0 (a+7)x+2y+8=0
b) k:—ax+(3-a)y+6=0 Lla+1)x+y+2=0

3.57. Na podstawie danych z rysunku ponizej wyznacz wspotczynniki A, B w row-

naniu ogdlnym prostej [:

a) b) kA
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3.58. Wyznacz rownanie ogblne symetralnej odcinka AB, jesli:
a) A(-4,5), B(6, 1) b) A(0, 7), B(0, -3)
c) A(-1,-2),B(3,2) d) A(-1, 8), B(-5, 8)

3.59. Dane sg punkty A(1, 0) oraz B(5, 2). Na prostej k rownolegtej do prostej AB
i przechodzacej przez punkt P(4, 4) wyznacz wspotrzedne punktu C, ktdry jest rowno
odlegly od punktéw A i B. Wykaz, ze trojkat ABC jest prostokatny.

3.60. Punkty A(1, 1), B(3, 5) i C(~7, 11) sa wierzchotkami trojkata. Wyznacz wspot-
rzedne srodka okregu opisanego na tym tréjkacie.

3.61. Oblicz odlegtos¢ srodka okregu opisanego na trdjkacie o wierzchotkach:
A1, 7), B(-5, 1), C(7, -5), od srodka ciezkosci tego trojkata.

3.62. Wyznacz wspoétrzedne punktu Q symetrycznego do punktu P(-1, —4) wzgle-
dem prostej k: 5x + 4y —20=0.

3.63. Dwa boki réwnolegtoboku zawieraja sie w prostych k: Sx—2y—11=0
1
il x+2y+5=0. Punkt 5(0, 5] jest srodkiem symetrii tego réwnolegtoboku.

Wyznacz rownania ogolne prostych, w ktorych zawieraja sie dwa pozostate boki
tego czworokata.

3.64. Punkty A(-2, —1) oraz D(2, 2) sg wierzchotkami rombu, ktérego przekatna AC
jest zawarta w prostej o réwnaniu x — 3y — 1 = 0. Wyznacz wspotrzedne pozostatych
wierzchotkdw tego rombu.

3.65. Jedna z przekatnych kwadratu ABCD zawiera sie w prostej k: 2x — y = 0. Wie-
dzac, ze A(1, -3), wyznacz wspotrzedne wierzchotka Ci oblicz pole tego kwadratu.

3.66. W trdjkacie ABC dane sg: A(2, 1), AB = [7, 3] oraz BC = [-6, 1). Wyznacz
rownanie prostej, w ktorej zawiera sie wysokosc¢ tréjkata poprowadzona z wierz-
chotka C.

3.67. Dwie wysokosci trojkata ABC zawieraja sie w prostych k: 5x —3y + 5 = 0 oraz
I: x + y— 1= 0. Wiedzac ponadto, ze A(-2, 1), wyznacz réwnania ogodlne prostych,
w ktdrych zawieraja sie boki tego trojkata.

3.68. Punkty A(-4, 4), B(4, 0) sg wierzchotkami trojkata ABC, a punkt M(3, 4) jest
punktem przeciecia wysokosci tego tréjkata (ortocentrum). Wyznacz wspotrzedne
wierzchotka C.
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3.69. Punkty A(2, -3) i B(5, 1) sa wierzchotkami trdjkata ABC. Bok BC zawiera sig
w prostej k: x + 2y — 7 =0, zas srodkowa AM zawiera sige w prostej m: 5x —y—13 =0.
Wyznacz réwnanie ogdlne prostej, w ktérej zawiera sie wysokos¢ trojkata poprowa-
dzona z wierzchotka C.

3.70. Punkty A(0, -5) oraz D(-3, —1) sa kolejnymi wierzchotkami trapezu réwno-
ramiennego ABCD, ktorego osig symetrii jest prosta o rownaniu x + 2y = 0. Oblicz
wspotrzedne pozostatych wierzchotkdw oraz dtugosc odcinka faczacego srodki ra-
mion tego trapezu.

3.71. Wyznacz miare kata ostrego, jaki tworza dwie proste k i / o rownaniach:
a) k:x—8=0Qoraz/:x—-y—200=0
b) k:y=x-10 oraz!:y=(2—\/§)x+ 15

3.72. Wyznacz miare kata rozwartego, jaki tworzg dwie proste k i / o rownaniach:
a) k:y=3x+5o0razl:y=-2x+4
b) k: ng—3y—3=00raz.":\/§x+3y—6=0

3.73. Wyznacz réwnania prostych przechodzacych przez poczatek uktadu wspot-
rzednych, ktére tworzg z prosta k: 2x —y + 5 = 0 kat o mierze 45°.

3.74. Wyznacz réwnania prostych przechodzacych przez punkt A(-2, 4), ktére two-
rzg z prosta k: —3x + 2y + 1 =0 kat o mierze 45°.

3.75. Wyznacz réwnania prostych przechodzacych przez poczatek uktadu wspot-
rzednych, ktére tworzg z prosta k: Sx— v+ 2 =0 kat o mierze 60°.

3.76. Wyznacz réwnania prostych przechodzacych przez punkt A(1, —1), ktére two-
rzg z prosta k: x—y + 1 =0 kat o mierze 30°.

*3.77. Trdjkat ABC jest rdwnoramienny, w ktérym |AC| = |BC|. Podstawa AB zawiera
sie w prostej k: 3x— 7y + 35 =0, zas ramig BC zawiera sie w prostej /: 5x — 2y —19=0.
Wyznacz réwnanie prostej, w ktorej zawiera sie bok AC tego trojkata, jesli wiadomo,
ze punkt P(-2, 0) nalezy do boku AC.
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Odleglos$é punktu od prostej. Odleglos¢ miedzy
dwiema prostymi réwnoleglymi

3.78. Oblicz odlegtos¢ punktu P(-2, 3) od prostej k, jesli:

a) kx—7=0 b) k:y+1=0

c) ki7x—-y+17=0 d) k:3x+4y+5=0

3.79. Oblicz odlegtos¢ miedzy prostymi rownolegtymi k i /, jesli:

a) kix+y+2=0 Lx+y—4=0
b) kix+6=0 I:5%x—-10=0
c) kizx—-y+3=0 I:-3x+15y-2=0
d) k:5y+7=0 l:3y—20=0

3.80. Wykaz, ze prosta k: 2x —y —1 =0 jest réwno oddalona od prostych
m:2x—y+9=0orazn:2x—y—11=0.

3.81. Figura F jest suma dwoch prostych o réwnaniach: 3x — 4y + 14 =0 oraz
3x —4y — 2 = 0. Sprawdz, czy podana prosta jest osig symetrii tej figury, jesli:
a) k:3x—-4y+6=0 b) mdx+3y+5=0

c) n:3x—4y+14=0 d) p:2x+y—-1=0

3.82. Dana jest prosta k: 4x — 3y + C= 0 oraz punkt P(-1, 1). Wyznacz liczbe C, dla
ktdrej odlegtos¢ punktu P od prostej k jest rowna:

a) 1 b) 15 c) 0 d) V7

3.83. Dana jest prosta k: 8x — 15y + 7 = 0. Wyznacz liczbe a, dla ktdrej odlegtosc
punktu P(a, 3) od prostej k jest rowna:
a) 2 b) 0 c) 13 d) 10

3.84. Dana jest prosta k: —2x + y + 3 = 0. Wyznacz liczbe a, dla ktdrej punkt P lezy
w odlegtosci 2+/5 od prostej k, jesli:
3) P(1,q) b) P(3a, 4) c) Pla, 2a) d) Pla+2,a-1)

3.85. Dany jest tréjkat ABC, gdzie A(-2, 3), B(-2, 2), C(2, 0). Wyznacz:
3) réwnania ogodlne prostych zawierajacych boki tego trojkata
b) dtugosci wysokosci tego tréjkata.

3.86. Dany jest trapez ABCD, gdzie A(3, -2), B(3, 3), (0, 4), D(-15, 4).
2) Ktére boki trapezu sa rownolegte? Odpowiedz uzasadnij.
b) Oblicz dtugo$¢ wysokosci tego trapezu.
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3.87. Na osi OX wyznacz punkt P, ktéry jest rownoodlegly od prostych
k:x—y+3=0orazm:7x+y—1=0.

3.88. Na osi OY wyznacz punkt P, ktéry jest rownoodlegly od prostych
k:2x+y—-1=0o0razm: 11x—-2y+1=0.

3.89. Wyznacz réwnanie prostej, do ktérej nalezy punkt P(1, —1) i takiej, ze odle-
gtosé punktu Q(8, —2) od tej prostej wynosi 5.

3.90. Wyznacz réwnanie prostej, do ktérej nalezy punkt P(-6, 15) i takiej, ze odle-
gtoéé punktu Q(4, —5) od tej prostej wynosi 10.

3.91. Wyznacz réwnania prostych, w ktérych zawieraja sie dwusieczne katow, pod
jakimi przecinaja sig proste k: 4x + 2y + 1=0im: 11x—2y +7 = 0.

3.92. Wyznacz réwnanie prostej, zawierajacej dwusieczng tego kata, utworzonego
przez proste k: x + 3y —1=0orazm: 6x -2y +1=0, do obszaru ktérego nalezy punkt
P(3,1).

Pole tréjkata. Pole wielokata
3.93. Oblicz pole tréjkata o wierzchotkach A(1, 1), B(3, 5), C(-1, 3).

3.94. Boki tréjkata zawieraja sie w prostych o réwnaniach:
3x—y—-9=0,2x+y—1=0,x+y—3=0. Oblicz pole tego trojkata.

3.95. W réwnolegtoboku ABCD dane sg wierzchotki: A(2, 4), B(6, 3), C(4, -1). Oblicz:

a) pole tego rownolegioboku

b) wspdirzedne wierzchotka D

¢) miare kata a utworzonego przez wektory AK i AL, gdzie K — $rodek boku BC,
L — $rodek boku CD.

3.96. Prosta k: 3x — y — 3 = 0 przecina parabolg o réwnaniu y = -x* — 2x + 3 w punk-
tach AiB.

a) Oblicz wspoirzedne punktow A i B.

b) Oblicz pole tréjkata ABW, gdzie W jest wierzchotkiem paraboli.

c) Oblicz odlegto$é punktu W od prostej k.
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3.97. Na ptaszczyznie dane sg punkty: A(1, 2), B(5, 4), C(3, 6), D(0, 8). Przez punkt D
poprowadzono prostg k prostopadia do prostej AB. Wyznacz na prostej k taki
punkt £, aby pola tréjkatéw ABC i ABE byly rowne.

3.98. Punkty A(6, 2) i C(-4, —4) sg wierzchotkami tréjkata rownoramiennego ABC,
w ktorym |AC] = [BC|. Wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka C zawiera sie w prostej
k: x—y=20. Oblicz:

a) wspotrzedne wierzchotka B b) pole tréjkata ABC.

3.99. Na osi OY wyznacz taki punkt C, aby pole tréjkata ABC, gdzie A(-2, —4),
8(8, 1), byto réwne 32.

3.100. Na osi OX wyznacz taki punkt B, aby pole tréjkata ABC, gdzie A(2, —3), C(6, 3),
byto réwne 12,

3.101. Na prostej k o réwnaniu x — 3y — 3 = 0 wyznacz punkt B tak, aby pole tréjkata
ABC, gdzie A(-4, 1), C(4, 8) byto rowne 35.

3.102. W rombie ABCD, ktérego pole jest rowne 10, dane s3 przeciwlegte wierz-
chotki A(1, 1) i C(3, 5). Wyznacz wspoirzedne pozostatych wierzchotkéw rombu.

3.103. W tréjkacie prostokatnym ABC (|<tABC| = 90°) dwa wierzchotki majg wspot-

rzedne A(4, —5) i C(-8, 5). Wyznacz wspotrzedne wierzchotka B, wiedzac, ze pole
trojkata ABC jest rowne 61.

Réwnanie okregu. Nieréwnos¢ opisujaca kolo

3.104. Napisz postac kanoniczng rownania okregu o srodku S(x, y) i promieniu r,
jesli:

a) 5(0,0),r=4 b) 5(0,4), r=+2
¢) S(-1,0),r=1 d) S(-1,2),r=+3
& Kif:-5)res f) S(-v2,-v3),r=8

2

3.105. Ponizsze réwnania opisuja okrag o srodku w punkcie S(x,, ys) i promieniu
r (r>0). Podaj wspotrzedne srodka okregu i jego promien, jesli:

a) ¥+yr=1 b) (x—1)>+y?=2,25

¢) (1+x)P+(2-y)?=25 d) (x—3)2+(-1-y)?=81
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3.106. Wyznacz wspotrzedne Srodka i promien okrégu opisanego rownaniem:

a) X2+ y2-2x—4y—4=0 b) x*+y*+10x+24=0

¢) XX +y*+6x+10y+33=0 d) x*+y*+4x+8y+16=0
59

&) X +y2-x=05y~ — =0 f) x+y*-248y-6=0

3.107. Dane jest réwnanie okregu w postaci zredukowanej: x2 +y> +ax+by+¢c=0,

gdzie a® + b? > 4c. Wykaz, ze érodek tego okregu ma wspoirzgdne S[—%, —%),

2 2
i S g 5 e a b
a dugoé¢ promienia tego okregu mozna obliczy¢ ze wzoru: r* = T +I —C.

3.108. Korzystajac z wiasnosci omowionej w zadaniu 3.107., wyznacz wspéirzedne
érodka i dtugo$¢ promienia okregu:

a) x*+y?—8x+7=0 b) x2+y2—2\/§y—6:0

c) x2+y2+x-%y———=0 d) X +y*-3x+y-15=0

3.109. Sprawdz, ktdre z ponizszych rownan opisujg okrag.
a) X2 +y*—2x—6y+9=0 b) x*+y*+4y—-5=0
c) ¥+y*—6x+2y+10=0 d) ¥®+y*+10x+2y+25=0

3.110. Udowodnij, e réwnanie x* + y* — ax + 2by — 0,750 + 2ab = 0 opisuje okrag
dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych a i b. Podaj wspotrzedne $rodka i diugosc

promienia okrggu.

3.111. Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkt A, o srodku w punk-

cie S, jesli:
a) A(3,4),5(0,0) b) A(4,2),5(2,1)
¢) A(3,10), 5(-3,2) d) A(4,7),5(-2,1)

3.112. Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkty A, B, C, jesli:
a) A(-1,0),B(7,0), C(0, 1) b) A(1,3), B(5, 1), C(4, 4)
c) A(1,5),B(8, -2),€(9,1) d) A(-14,-1), B(3, 16), (11, 4)

3.113. Napisz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A i B, ktérego srodek
znajduje sie na prostej k, jesli:

a) k:y=-2x—2;A(S, 10), B(3,12) b) kiy= %x— 1%; A6, 4), B(-1, 3)

¢) kiy=2x+4;A(3,0), B(4, 1) d) k:y=x-5;A(7,4),B(-5 -12)
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3.114. Dany jest okrag o: x* + y? — 4x + 6y — 3 = 0. Wyznacz réwnanie okrggu o,
bedacego obrazem okregu o w symetrii Srodkowej wzgledem punktu:
a) 0(0, 0) b) A(-4, 6) c) B(5,1) d) C(3,-2)

3.115. Dany jest okrag o: (x— 3)? + (y + 1)> = 7. Wyznacz réwnanie okregu o, beda-
cego obrazem okregu o w symetrii osiowej wzgledem prostej k, jesli:
a) k:x—4=0 b) kiy+2=0 c) kky=x-2 d) k:2x+y—-1=0

3.116. Napisz rownanie okregu symetrycznego do okregu 0: x>+ y? +6x—2y —15=0
wzgledem prostej k: x — 3y — 4 = 0, a nastepnie oblicz pole tréjkata, ktorego wierz-
chotkami sa $rodki tych okregdw i poczatek ukiadu wspétrzednych.

3.117. Napisz réwnanie ogdlne wspdlnej osi symetrii okregéw
0, X2 +y?—2x+4y+1=00raz o, x* +y’ + 2x—4y -4 =0.

3.118. Dany jest okrag o: x* + y> — 2x — 8 = 0. Wyznacz réwnanie okregu o, bedace-
go obrazem okregu o w przesunigciu rownolegtym o wektor a_}, jesli:
a) u=[-3,0] b) u=1[0,2] ) u=[1,-3] d) u=[-4,5]

3.119. Dane jest przeksztatcenie P ptaszczyzny okreslone wzorem:

P((x, y)) = (-x, y + 1), gdzie x, y € R.

a) Wykaz, ze przeksztatcenie P jest izometria.

b) Wyznacz réwnanie obrazu okregu o: x* + y* — 2y — 4 = 0 w tym przeksztatceniu.

c) Wyznacz réwnania osi symetrii figury, ktéra jest suma okregu o i jego obrazu
w przeksztatceniu P.

3.120. Przeksztatcenie P okreslone jest wzorem P((x, y)) = (v + 2, —x + 1), gdzie

x,¥ €R.

a) Wykaz, ze przeksztalcenie P jest izometrig.

b) Wyznacz réwnanie obrazu okregu o: x* + y* — 4x + 6y + 12 = 0 w przeksztatce-
niu P.

c) Oblicz pole tréjkata, ktérego wierzchotkami sa: $rodek S danego okregu, srodek
§’ — obrazu okregu w przeksztatceniu P oraz punkt A(2, 0).

3.121. Napisz réwnanie okregu o, o promieniu r = 4, wspétsrodkowego z okregiem
0,: x>+ y2 + 2x— 6y + 9 = 0. Oblicz pole P pierscienia kotowego ograniczonego okre-
gamio, i0,.

3.122. Prosta k: x—y + 1 =0 przecina parabole o rdwnaniu y = —x?+ 2x + 3 w punk-

tach A i B. Napisz rownanie okregu o promieniu r = Jg, ktorego cieciwa jest odci-
nek AB.

93
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3.123. Podaj nierownos¢ opisujaca koto o srodku S(xs, ys) i promieniu r (r> 0), jesli:
1

a) S(1,-3), r=+2 b) s(-4, ~/27),r=E ¢) S(2,-5),r=6

3.124. W prostokatnym uktadzie wspétrzednych zilustruj zbiér punktow, ktorych
wspotrzedne spetniajg podane nieréwnosci:

a) x2+y25~i— b) (x—1)2+y*<1

c) ®+(y+3)<4 d) X +y?+4x+2y—11<0

3.125. W prostokatnym uktadzie wspotrzednych zilustruj zbiory:
A={x,y):ixeRAYyeERA X2 +y +4x—2y—4=0}
B={(x,y):xeRAyeRA X2 +y?—4x+4y—8=0},

a nastepnie wyznacz zbiory: AL B,A—B, B-A ANB.

3.126. W prostokatnym ukiadzie wspotrzednych zilustruj zbiory:
A={x,y):xeRAyeR A x2+y?+6x—-8y+21<0}
B={(x,y):xeR AYyER A X2+ Y2+ 2x+2y—14 <0},

a nastepnie wyznacz zbiory: A U B, A—B, B—A ANB.

3.127. Dla jakich wartoséci parametru m (m € R) proste k:2x-Sy-m-6=0
ip:x+y—m+ 3 =0 przecinaja sie w punkcie, ktory nalezy do okregu o srodku

5(2, 1) i promieniur= J5?
3.128. Dla jakich wartosci parametru m (m € R) proste kix+y-m—-1=0

i p: 2x + y — 2m = 0 przecinajq sie w punkcie, ktory nalezy do kota o $rodku S(0, 1)
i promieniu r= J10?

Wzajemne polozenie prostej i okregu. Styczna
do okregu

3.129. Okreél wzajemne potozenie prostej /i okregu o, jesli:

a) o:(x—1)2+(y+4)7?=16 f:y=%x+3
b) o: (x+5)2+y*=1 hy=1

) o:x*+y?—8x+10y+33=0 ly=x-5
d) o:x?+y2+8x—2y+13=0 ly=x
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3.130. Wyznacz wspoirzedne punktéw wspdinych (o ile istnieja) prostej /i okregu o.

1
a) o:x*+y’=9 !:y:;x—l
b) 0: x* +y*=41 x-y=1
c) o:xX+y?+6x+2y=0 L x+y=-8
1
d) o:x*+y? +8x+4y+19=0 I:Ex+y+2=0

3.131. Prosta o réwnaniu x — 2y + 2 = 0 przecina okrag 0: x* + y>* —6x — 16 =0

w punktach A i B.

a) Wyznacz réwnanie ogdlne symetralnej m cieciwy AB.

b) Wyznacz wspotrzedne takiego punktu M € m, dla ktérego tréjkat ABM jest pro-
stokatny.

3.132. Dany jest okrag o: x*> + y> — 8x — 2y — 8 = 0. Wyznacz réwnanie ogdlne pro-
stej k, ktora jest styczna do tego okregu w punkcie:
a) A(9,1) b) B(4,-4) c) C(0,4) d) D(7,5)

3.133. Napisz réwnanie kierunkowe stycznych do danego okregu o i réwnolegtych
do prostej k, jesli:

a) or(x=2P+(y—-1)P=4 kiy=2x
b) o: (x+3)>+(y—-5)2%=16 kiy=x

¢) o:x*+y*—2x-15=0 k:y=-3x
d) o:x*+y*—8x—6y+16=0 kiy=—x

3.134. Napisz réwnania kierunkowe stycznych do danego okregu o i prostopadtych
do prostej k, jesli:

a) o: (x+2P2+(y-3)P=1 kiy=x
b) o: (x—5)*+y*=9 kiy=-x
c) o:x*+y*—2x+12y+28=0 k: y=-0,5x
d) 0:x*+y*—14x+24=0 k: y=-0,75x

3.135. Napisz réwnania kierunkowe stycznych do danego okregu o i nachylonych
do osi OX pod katem «, jesli:

a) ¥ +yt=1 @=60° b) (x-1)+y’=4; a=120°

¢) x¥+y*—10x=0; a=150° d) xX*+y2-2x+4y—3=0; «=135°

3.136. Napisz réwnania ogdlne stycznych do danego okregu o i przechodzacych
przez punkt A, jesli:

3) o:x*+y?=4,A(6,-2) b) 0: x* +y*=9, A(-5, 3)

c) oox*+y —-6x—4y+3=0,A(-4,3) d) o:xX*+y*+6x+2y+5=0,A(-2,2)
2) 0:x*+y?+10x—6y+30=0,A(-7,9) f) o:x*+y’—6x+8y+21=0,A(5 -1)
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3.137. Sieczna k: x + y — 1 =0 przecieta okrag 0: x>+ y? — 2x + 4y + 1 =0 w punktach
Ai B. Nastepnie w punktach A i B poprowadzono styczne do danego okregu. Wykaz,
ze styczne te tworza kat prosty.

3.138. Sieczna k: x — y + 1 = 0 przecina okrag 0: X* + y> — 6x — 2y + 1 = 0 w punk-
tach A i B. Przez punkty A i B poprowadzono styczne do okregu, ktére przecinajq sie
w punkcie C. Napisz réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC.

3.139. Oblicz tangens kata ostrego, jaki tworza styczne do okregu
0: x* + y* — 8x— 6y + 21 = 0, przechodzace przez punkt P(2, -1).

3.140. Zbadaj liczbe punktéw wspdlinych okregu o z prosta /, w zaleznosci od war-
tosci parametru m (m € R), jesli:

a) o:(x+2P2+(y+4)=2y=—x+m b) o:(x=3*+(y—-2)*=8 Ly=x+m
¢) 0:(x=102+(y—1P=m;x+y—-1=0 d) o:x*+y?=25;/:4x+3y-m=0

*3,141. Dane sg zbiory: A={(x,y):x€c R AyeR A x+y—2<0},
B={(x,¥):x€R A yeR A x*+y?—2mx + 2y + m* — 1 = 0}. Wyznacz te wartosci
parametru m € R, dla ktérych zbidr A N B jest jednopunktowy.

*3,142. Danesg zbiory: A={(x, ¥):x€e R A yeR A y2x-2},
B={(x,y):xeR A yeR A X2+ y?+2x—2ky + k — 1 = 0}. Wyznacz te wartosci
parametru k € R, dla ktérych zbior A m B jest jednopunktowy.

3.143. Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkt A i stycznego do obu
osi uktadu wspéirzednych, jesli:
a) A(2,0) b) A(0, 3) c) A(2,1) d) A(1,2)

3.144. Wyznacz rownanie okregu o srodku w punkcie S(3, —2) i stycznego do pro-
stej k: 3x -4y —12=0.

3.145. Wyznacz wspdtrzedne $rodka okregu stycznego do prostej
k:\3x— y—2 ~2/3=0i jednoczesnie stycznego do dodatnich potosi uktadu wspot-
rzednych.

3.146. Okrag przechodzi przez punkt A(4, 1), zas jego srodek nalezy do prostej
k: x — y = 0. Wiedzac, ze okrag ten jest styczny do prostej I: y — 5 = 0, wyznacz jego
réwnanie.

3.147. Wyznacz rownanie okregu o promieniu 5, ktory jest styczny do osi OY i jed-
noczes$nie styczny do prostej k: 3x + 4y — 6 =0.




3. Geometria analityczna

3.148. Wyznacz rownanie okregu przechodzacego przez punkt A(1, 2) i stycznego
jednoczesnie do prostych k: 2x +y=0im: 2x+y—-20=0.

Wzajemne polozenie dwéch okregow

3.149. Okres$l wzajemne potozenie okregédw danych réwnaniami:
a) 0 (x+2P+(y—1P =40 x+y?—4x+4y—-8=0

b) 0,:x* +y?—10x+4y +20=0; 0,: X* + (y + 2)* =4

€) 0,:(x—3)+(y+4)=8;0,:x*+y’—4x+6y+11=0

d) o (x+4)2+(y+1)2=25;0,: (x+ 2+ (y+2)*=2

e) 0;: X2 +y?—8x+15=0;0,:x*+(y—3)* =4

f) 0px?+y*+8x+4y—5=0;0,: (x+4)*+(y+2)*=5

3.150. Wyznacz wspétrzedne punktéw wspolnych dwdch okregéw (o ile istnieja).
W kazdym przypadku wykonaj rysunek.

X +y?—6y+5=0 x*+y*—2x-6y+9=0
a) b)

x> +y? —6x—6y+17=0 X +y  +2x=2y—-3=0

X2 +y?+2x+2y—-8=0 x*+y*—6x—8y+24=0

]{x2+y2+8x—4y+16=0 N [x2+y"—10x—4y—7=0

¢

3.151. Dla jakich wartoéci parametru m (m € R) okregi opisane réwnaniami:
0,: (x—m)?+(y —2m)? =1 oraz o,: (x— 2)* + (y + 1) = 16 s3 wzajemnie zewngtrzne?

3.152. Dla jakich wartosci parametru m (m € R) okregi opisane réwnaniami:
0,: (x—m)?+ (y +1)> =8 oraz 0,: (x + 1) + (y — m)* = 2 sg zewngtrznie styczne? Dla
znalezionych wartoéci parametrow wykonaj rysunek. Oblicz wspoirzedne punktu
stycznosci A.

3.153. Dla jakich wartoéci parametru m (m € R) okregi opisane réwnaniami:
0,: (x—m)?+ (y + 2)* = 20 oraz 0,: (x + 1)* + (y — 2m)* = 5 sq wewngtrznie styczne?
Dla znalezionych wartoséci parametréw wykonaj rysunek. Oblicz wspétrzedne punk-
tu stycznosci A.

3.154. Dla jakich wartosci parametru m (m € R) okregi opisane réwnaniami:
0,: (x+ 1)+ (y—m)? =4 oraz 0,: (x + m)* + (y — 2)* = 1 majg doktadnie jeden punkt
wspolny?
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3.155 Dla jakich wartosci parametru m (m € R) okregi opisane réwnaniami:
0,: (x +5)% + (y + m)? = 16 oraz 0,: (x — 2m)* + (y + m)? = 9 przecinajg sie w dwoch
punktach?

3.156. Dla jakich wartosci parametru m (m € R) okregi opisane réwnaniami:
0y: (x—m)*+(y+1)?=1orazo,: (x+2)’+ (y—m+3)*=25sa rozigczne wewnetrznie?

3.157. Wykaz, ze obrazem okregu o: X* + y? + 6x — 2y + 6 = 0 w przeksztatceniu P
okreslonym wzorem P((x, y)) = (1 + 3x, -3y — 2), gdzie x, y € R, jest okrag. Zbadaj
wzajemne potozenie okregu i jego obrazu.

3.158. Wykaz, ze obrazem okregu o: x* + y? — 4x + 6y + 12 = 0 w przeksztaiceniu P
1
okredlonym wzorem P((x, y)) = [%y+1, 2—5;(], gdzie x, y € R, jest okrag. Zbadaj

wzajemne potozenie okregu i jego obrazu.

3.159 Wyznacz réwnanie prostej k, wzgledem ktorej okregi
0,: 2 +y*+4x+ 8y +19=0o0raz 0,: X’ + y* - 12x + 35 = 0 53 wzajemnie symetryczne.

3.160. Wyznacz réwnanie okregu o najmniejszym promieniu, stycznego zewnetrz-
nie do okregu o: (x + 3)? + y? = 25 i jednoczesnie stycznego do prostej
k:4x+3y—-38=0.

*3,161. Wyznacz réwnanie zbioru srodkéw wszystkich okregéw zewnetrznie stycz-

nych do okregu o: X* + y? = 4 i jednoczesnie stycznych do prostej k: y +2=0.

Jednokladnosé. Jednokladnos$é¢ w ukladzie
wspoirzednych

3.162. Dany jest odcinek AB. Punkty O,, O,, O,, O, dziela ten odcinek na pigc row-
nych czesci (patrz rysunek ponizej). Ktore z ponizszych stwierdzeri sq prawdziwe?
2

a) J,'(A)=8B b) J,* (B) = A
3
c) J3(A)=8 d) Jo*(B)=A
A
0 =
2 03
0,
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3.163. Zaznacz na ptaszczyznie dwa rézne punkty S oraz X. Nastepnie wyznacz ob-
raz punktu X w jednokfadnosci o srodku w punkeie S i skali k, jesli:

a) k=2 b) k=—1 o k=~§

m
d) k=—, gdzie m i n oznaczajg dtugosci dwdch odcinkéw oraz m > n > 0.
n

3.164. Na ptaszczyznie zaznacz dowolne dwa rézne punkty X oraz X,. Nastepnie
wyznacz srodek S jednokiadnosci J, wiedzac, ze X, = /5(X), gdzie:
a)k=-3 b) k=-0,75 c)k=-0,5 d) k=2

3.165. Narysuj dwa okregi 0,(A,; 1,5 cm) i 0,(A,; 3 cm) tak, aby |AA,| =6 cm. Znajdz
srodek S takiej jednoktadnosci, ktdra przeksztatca okrag 0, na okrag o, (pamietaj, ze
istniejg dwa rozwigzania). Wyznacz odlegtos¢ punktu S od $rodkéw okregdw.

3.166. Wyznacz wspétrzedne punktu A, ktory jest obrazem punktu A w jednoktad-
nosci J o srodku w punkcie O(0, 0) i skali k, jesli:

a) A(-2,4),k=0,5 b) A(-9, 12],k:—%
c) A(é, —i],kzls d) A(V2, 16\/51,k:_£
&' 48 2

3.167. Wyznacz wspéirzedne punktu B,, ktéry jest obrazem punktu B w jednoktad-
nosci J o srodku w punkcie S(-4, 5) i skali k, jesli:

a) B(-10,-8), k= % b) B(5,7), k=-2

) B(1,20),k=6 d) B(-4, 9),k=——;~

3.168. Odcinek A,B, jest obrazem odcinka AB w jednoktadnosci o érodku 0(0, 0)
i skali k. Wyznacz wspoétrzedne srodka £ odcinka A, B,, jesli:
a) A(-20, 6), B(10,4), k=3 b) A(13,-1),B(5,7), k=-2

¢) A(-8,-27), B(-12,-13), k=0,1 d) A(27, 108), B(-2, -3), k=-0,2

3.169. Odcinek A, B, jest obrazem odcinka AB w jednokiadnosci J o érodku w punk-
cie 5(-2, 1) i skali k. Wyznacz wspétrzedne koricéw odcinka A, B,, jesli:

a) A(10,-6), B(-1,4), k=-5 b) A(0, 6), B(-4,0), k=3

c) A(-8,4),B(0,0),k=0,5 d) A(3,8), B(-5, 13), k=-0,3
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3.170. Dane s3 punkty A(3, 2) i A,(-3, 5). Wiadomo, ze A, =J/(A). Wyznacz wspot-
rzedne $rodka S tej jednoktadnosci, jesli skala k jest réwna:
1 2 1
a) -2 b) = c) — d) ——
) ) : ) : ) p

3.171. Punkty AiA, sa jednoktadne, przy czym $rodkiem jednoktadnosci jest punkt
0(0, 0). Oblicz skale k tej jednoktadnosci, jesli:

a) A(-3,1),A,(6,-2) b) A(5,5), A(-1,-1)

c) A(-2,0),A,5,0) d) A(0, 3), A,(0,-3)

3.172. Sprawd?, czy odcinki AB i CD s3 jednokiadne, jesli:
a} A(Zw _3)a B(SJ 6): C(O, _1]a D(l’ 2) b) A(_Z; _'1): 8(4, 2]1 C(ZP 1]: D( 10: S)

W przypadku odpowiedzi twierdzacej wyznacz érodek S i skale jednoktadnosci,
w ktorej obrazem odcinka AB jest odcinek CD.

3.173. Dany jest trojkat ABC, w ktérym A(-5, -5), B(2, -3), C(-4, -1). Trojkat A,B,C,
jest obrazem trojkata ABC w jednoktadnosci J o érodku S(2, 0) i skali k, gdzie k < 0.
Wiedzac, ze $rodkowa tréjkata A,B8,C, poprowadzona na bok B,C; ma dtugosc 10,
oblicz:

a) skale tej jednokiadnosci

b) wspdtrzedne wierzchotkéw trojkata A,B,C,

c) pole trojkata A,B,C,.

3.174. Dana jest prosta m o réwnaniu y = 2x — 3 oraz punkt O(0, 0). Wyznacz row-
nanie prostej, ktéra jest obrazem prostej m w jednokiadnosci /%, jesli:

1 1
a k=—‘3 b k=2 C k:— d k:__
) ) ) k=1 ) ke=—=

*3.175. Prosta k przechodzaca przez punkt P(2, 6) ogranicza wraz z dodatnimi pot-
osiami uktadu wspétrzednych trojkat o polu 25.
a) Wyznacz rownanie prostej k.
b) Wyznacz réwnanie prostej m, ktora jest obrazem prostej k w jednoktadnosci

o $rodku w punkcie 0(0, 0) i skali s = 1% :

c) Oblicz pole trapezu ograniczonego przez proste k i m oraz osie uktadu wspotrzed-
nych.

3,176. Wyznacz érodek S i skale k jednoktadnosci J, ktora okrag
0,: X2+ y? + 10x — 10y + 41 = 0 przeksztatca na okrag o,: xX+y?—a4x—2y+4=0.
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3.177 Wyznacz srodek S i skale k jednoktadnosci J, ktéra okrag
0,: X* +y? + 12x + 2y + 36 = 0 przeksztatca na okrag 0,: x* + y2 — 16x — 12y + 96 = 0.

3.178. Dana jest funkcja y = f(x). Wykres funkcji g jest obrazem wykresu funkcji f
w jednokfadnosci o srodku O(0, 0) i skali k. Wyznacz wzér funkcji g, jesli:

a) f{x}=—2x2,k=—% b) Flx) = % o o
X—2 X 1
) flx)= —, k=-1 d) f(x)_x_+1_‘k_5

Naszkicuj wykresy funkcji fi g.

Zastosowanie analizy matematycznej w rozwia-
zywaniu zadan z geometrii analitycznej

3.179. Wyznacz wspdtrzedne takiego punktu A, Ze styczna do wykresu funkgji f
w punkcie A jest rownolegta do prostej k, jesli:

a) flx)=—2x*+x+1, k:5x—y—-2=0 b) f(x)=x—_i, kix—5y+5=0
X+

3x*
2x-1

c) f(x)=—xi4, k:12x-y-8=0 d) f(x)= , kidx—3y-21=0

3.180. Wyznacz wspétrzedne takiego punktu A, ze styczna do wykresu funkeji f
w punkcie A jest prostopadta do prostej k, jesli:

I—X

a) flx)=3x*+x-2, k:x-5y—-10=0 b) f{x)=1—-—, k:2x+y-5=0
-X
=3 2
o) fiX)=—, kix+10y=0 d) f)= XX poveidy-B=b
X 4x+2

3
3.181. Wykaz, ze styczna do paraboli o réwnaniu y = Exz —3x—2, poprowadzona w

punkcie P o odcigtej 2, ogranicza wraz z osiami uktadu wspoétrzednych tréjkat o polu
réwnym 8.
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i 2
3.182. Wykaz, ze styczna do hiperboli o réwnaniu y = x—l, gdzie x # -1, popro-
X+
wadzona w punkcie P o odcietej —2, ogranicza wraz z osiami uktadu wspotrzgdnych

1
trojkat o polu ZOE.

3.183. Oblicz pole trojkata ograniczonego dodatnimi potosiami ukiadu wspotrzed-

~1 shal: :
nych i tg styczng do wykresu funkeji f(x) = 5—3, ktora jest prostopadta do prostej

o rownaniu 2x—y—3=0.

3.184. Oblicz pole tréjkata ograniczonego ujemnymi potosiami uktadu wspotrzed-

2- W ; ;
nych i ta styczng do wykresu funkcji f(x) = —;, ktora jest rownolegta do prostej
X+

oréwnaniu4x+y—11=0.

3.185. Do paraboli o réwnaniu y = x> poprowadzono styczng w punkcie o odcigtej
ujemnej, ktéra wraz z osiami uktadu wspdtrzednych ograniczyta tréjkat o polu row-
nym 16. Wyznacz rownanie tej stycznej.

3.186. W ktorym punkcie wykresu funkcji fix) = —x> nalezy poprowadzic styczng
do tego wykresu, aby pole trojkata ograniczonego ta styczng i osiami uktadu wspot-
rzednych byto rowne 54?

1

3.187. W ktérym punkcie wykresu funkcji f(x) = —, gdzie x # 0, nalezy poprowa-
X

dzi¢ styczng do tego wykresu, aby pole tréjkata ograniczonego tg styczng i osiami

uktadu wspétrzednych byto réwne 1 % ?

3.188. Na paraboli o réwnaniu y = —x? + 2x wyznacz taki punkt P, aby styczna do
tej paraboli poprowadzona w punkcie P ograniczata, wraz z prostymi o rownaniach:
x=0,y=0,x=1, trapez o najmniejszym polu.

3.189. Wyznacz wymiary prostokata o maksymalnym polu powierzchni, ktérego
dwa wierzchotki naleza do osi OX, a dwa pozostate, o rzednych dodatnich, naleig do

paraboli o rownaniu y =3 — %xz.
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3.190. Prosta k: y = ax + b, gdzie a > 0, przechodzaca przez punkt P(-1, 2), odcina
na osiach uktadu wspdéirzednych odcinki, ktorych suma dtugosci jest najmniejsza.
Wyznacz rownanie tej prostej.

5 . 1 : : i
3.191. Na paraboli o réwnaniu y = Exz wyznacz taki punkt P, ktérego odlegtos¢ od

punktu A(4, 1) jest najmniejsza.

3.192. Na gatezi hiperboli o réwnaniu y = g, gdzie x € (0, +), wyznacz taki punkt
X

P, ktérego odlegtosc od punktu A(2, —2) jest najmniejsza.

3.193. Rozpatrujemy odcinki rownolegte do osi OY, ktérych jeden koniec lezy na

wykresie funkcji f{x}z—J;, za$ drugi koniec na wykresie funkcji g(x) = %, gdzie

% (0, +0). Wykaz, ze najkrétszy z tych odcinkow ma dlugosé %2/5 ]

3.194. Na hiperboli o réwnaniu y = E, gdzie x # 0, obrano punkty A(2, 3)i B(6, 1).
X

Wyznacz na tej hiperboli taki punkt C o ujemnej odcietej, aby pole tréjkata ABC byto

najmniejsze.

Test sprawdzajacy do rozdziatu 3.

1. Trojkat ABC jest réwnoboczny, w ktérym A(-4, 5). Punkt D(-7, 1) jest srodkiem
boku BC. Zatem obwadd trojkata ABC jest rowny:

A. 1043 B. 1043 C. 543 8. 3

3

2. Wektory U= [3+aa]i v=[b+1, b] sa rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy:
A . a=0ib=0 B. a+3=b C. a=3b D. 3b+a=0.

3. Pole czworokata ABCD, gdzie A(-5,-2), B(4, 1), C(-2, 8), D(-6, 3), jest rowne:
A. 54 B. 53 C. D. 51.

103
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4, W trojkacie ABC dane sa: AB=[1,3]iCA= [—Ji, Zﬁ] oraz |[<{BAC| = a. Woweczas:
A a=30° B. «=60° C. er=45° D..a¢=135%,

5. Odlegtosé punktu K(-3, 2) od prostej k: y = gx— 10% jest:

A. liczbg niewymierna B. kwadratem liczby naturalnej
C. liczbg podzielng przez 3 D. iloczynem dwdch liczb pierwszych.

6. Wektor u = [-2, 7] jest prostopadty do prostej k. Punkt A(3, 8) nalezy do prostej k.
Zatem:
A k:2x—-7y+50=0

B. k:2x+7y—62=0
C. k:7x+2y-37=0 D. k:7

x—2y—-5=0.

7. Okregi o réwnaniach 0,: X2 + y? -2y —-3=0i0,: (x-3)* + (y-3)*=2:
A. sg styczne zewnetrznie B. przecinaja sie
C. sa roztgczne zewnetrznie D. saroztgczne wewnetrznie.

8. Obrazem punktu P(4, —8) w jednoktadnosci o $rodku S(-3, —2) jest punkt

P, [ _5%‘ OJ. Zatem skala tej jednoktadnosci jest réwna:
1 1

A, 3 By ~= G == B —
3 3 4

wilN

. , . i .
9. Styczna do paraboli o rownaniu y = zxz + 2x+ 8 poprowadzona w punkcie o od-

cietej —2 jest rownolegta do prostej o rownaniu:
A.3x+3y+19=0 B.2x—2y+15=0 C.x+2y=0 D.2y—x+7=0.

10. Kat ostry utworzony przez proste o réwnaniach
k:3x—7y—875=0i/:5x+ 7y — 350 = 0 ma miare « taka, ze:

A e O,E B. ¢« e E,E] C. ae E,E D.ae<£,£].
6 6 4 4 3 3 2

11. Styczna do okregu x* + y* =5 moze mie¢ rownanie:
A x=5 B. 2x+y-5=0 C. y=-5 D. 2x+y=1/5.

12. Dwa boki trojkata ABC zawierajg sie w prostych: k: 4x —3y =0i/: 5x - 12y =0.
Dwusieczna kata trojkata przy wierzchotku A(0, 0) moze miec rownanie:

5 3 7
A.y=x B. y=—x C. y=—x D. y=—x.
v Y 6 v 2 Y 9
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13. Symetralna odcinka PR, gdzie P(4, 7) i R(-2, 10), zawiera sig w prostej, ktorej
wspoiczynnik katowy jest réwny:
A. -0,5 B. 0,5 S D, -2,

14. Punkt K jest srodkiem ciezkosci trojkata ABC, gdzie A(1, -9), B(7, 6), (-2, 12).
Zatem wektor CK ma wspotrzedne:
A. [4,-9] B. [-9,4] C. [4,9] D. [-4,-8].

15. Najdtuzszy bok AB trojkata ABC ma diugosc «/218 oraz CB = [10, ~10]
i CA = [-3, -3]. Wobec tego pole kota opisanego na tréjkacie ABC wynosi:
218n
3

A. 54,57 B. 109n D. 54m.

16. Promien okregu o réwnaniu x* + y2 — 2ax — 4by + 2ab + 3b* =0, gdzie a # b, ma
dtugosé:
A.a+b B. a-b C. la+b| D. |b—al.

17. Obrazem prostej k: 2x — y — 3 = 0 w jednoktadnosci o $rodku O(0, 0) i skali
k=-0,75 jest prosta o rownaniu:

3
A 8—-4y+9=0 B. y=2x-0,75 C. y=2x+z D. 8x—4y—9=0.

18. Dany jest punkt £(0, 2) i prosta p: y = —4. Wszystkie punkty ptaszczyzny, ktérych
odlegtoéé od punktu E jest réwna odlegtosci od prostej p, naleza do paraboli o row-
naniu:
1 2 1 1
A y=—x*-1 B. y=—x*-1 C. y=—x*-1 D. y==x*-1.
4 9 g 15 £ 12 4 8

19. Odlegtoé¢ miedzy punktami A(1 — m, 2), B(3, m + 1) jest najmniejsza wtedy
i tylko wtedy, gdy:

A m=-1 B. m=-2 €. m=l : s
2 2

20. Obrazem okregu o0: (x — 2)? + y? = 3, w przeksztatceniu P okreslonym wzorem
P((x, y)) = (2x— 1, 4 - 2y), gdzie x, y € R, jest okrag o Srodku 5'i promieniu r. Zatem:
A 53,4),r=12 B. S(2,0),r=2J3 C. 5(3,4),r=v6 D. 5(3,4),r=2+3.
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Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 3.

3.195. W trojkacie ABC dwie wysokosci zawierajg sie w prostych k: x +y —4 =0 oraz
I: 2x — y = 0. Wyznacz réwnania ogélne prostych, w ktorych zawieraja sig boki tego
trojkata, wiedzac, ze A(0, 2).

3.196. Punkt A(-4, 2) jest wierzchotkiem tréjkata ABC, ktorego dwie srodkowe za-
wieraja sie w prostych o réwnaniach: x =0 oraz x + y — 2 = 0. Wyznacz wspotrzedne
pozostatych wierzchotkow tego trojkata.

3.197. Punkty A(2, 3)i B(4, 1) s3 dwoma kolejnymi wierzchotkami kwadratu ABCD.
Wyznacz wspotrzedne pozostatych wierzchotkow tego kwadratu.

3.198. W okrag o érodku S(6, 4) wpisano trojkat réwnoboczny ABC, ktorego jed-
nym z wierzchotkéw jest punkt A(2, 6). Oblicz wspotrzedne pozostatych wierzchot-
kow tego trojkata.

3.199. W tréjkacie ABC wspdtrzedne wierzchotkéw wynosza: A(-2, 1), B(3, 0),
€1, 2).

a) Oblicz pole tréjkata ABC.

b) Oblicz diugosé wysokosci tréjkata poprowadzonej na bok BC.

c) Napisz rownanie okregu opisanego na tréjkacie ABC.

3.200. W rombie ABCD przekatne przecinajg sie w punkcie 5(2, —1). Dwa kolejne
wierzchotki rombu majg wspotrzedne A(m, —3) oraz B(m + 6, m — 5), gdzie m € R.
Wyznacz:

a) wspotrzedne wierzchotkéw rombu

b) pole rombu

c) cosinus kata rozwartego rombu

d) réownanie okregu wpisanego w romb ABCD.

3.201. Dane s3 punkty A(3, 0) i B(-3, 0). Wyznacz réwnanie linii utworzonej przez
te wszystkie punkty ptaszczyzny, ktérych odlegiosé od punktu A jest 2 razy wieksza
od odlegtosci od punktu B, Jaka figure geometryczna opisuje ta linia?

3.202. Wykres funkcji y = |x — 2| przecina okrag o0: x* + y? — 4x — 4 = 0 w punktach

AiB.

a) Oblicz wspotrzedne punktow A i B,

b) Wykaz, ze tréjkat ABS, gdzie S jest Srodkiem danego okregu, jest prostokatny.

c) Oblicz pole figury F=F,NF,, jesli F,={(x,y):xeR A yeR A X*+)y2—4x—4 <0},
Fo={x,y):xeRAyeR A y<|x-2|}.
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3.203. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m (m & R), dla ktérych prosta o row-
naniu y = (m — 1)x + m + 2 ma doktadnie dwa punkty wspélne z okrggiem o srodku
S(1, 2) i promieniu r=1.

3.204. Pod jakim katem widac okrag o: x* + y? — 8y + 11 =0z punktu P(1, 1)?

3.205. Styczne do okregu o: X2 + (y + 2)? = 3,2 poprowadzone przez punkt A(-2, 1)
przecinaja os rzednych w punktach Bi C.

a) Wyznacz réwnania tych stycznych.

b) Oblicz, z doktadnoscig do 1°, miare kata ostrego, jaki wyznaczajg te styczne.

¢) Oblicz wspotrzedne punktow Bi C.

d) Oblicz pole tréjkata ABC.

3.206. W zbiorze wszystkich okregdw stycznych zewnetrznie do okregu o réwna-
niu x2 + y? = 25 i stycznych jednoczes$nie do prostej k: 3x — 4y — 50 = O istnieje okrag
o0 najmniejszym promieniu. Wyznacz jego rownanie.

3.207. Wyznacz wspéirzedne punktu P réwnoodlegtego od punktow A(-9, 2)
i B(3, 8) oraz od prostej k: 2x -y —4=0.

3.208. Wyznacz réwnanie okregu o srodku 5(3, 1), ktory odcina na proste;
k: x — 7y + 29 = 0 cieciwe o dfugosci 5\/2.

*3.209. Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkt A(0, —1), ktory jest
jednoczesnie styczny do prostych k: y =0 oraz [: 4x — 3y + 22 =0.

*3.210. Napisz rownanie okregu o promieniu 2:/17, ktéry odcina na osi OX cieciwe
o diugoéci 16, wiedzac, ze do tego okregu nalezy punkt A(-3, 4).

3.211. Dane sa odcinki AB oraz CD, gdzie A(3, 1), B(1, 3), C(6, 3), D(3, 6). Wyznacz
taka jednoktadnosé J¥, aby J(AB) = CD.

3.212. Prosta k o réwnaniu y = ax + b, gdzie a € (0, 1), przechodzaca przez punkt

p(-3, 2) przecina dodatnig p6tos osi OY w punkcie A i ujemng potos osi OX w punk-

cie B. Pole trojkata OAB, gdzie O(0, 0) jest rowne 12,5.

2) Wyznacz réwnanie kierunkowe prostej k.

b) Prosta m, ktora jest obrazem prostej k w jednoktadnosci o $rodku O(0, 0) i skali
k = 6, przecina 0§ OY w punkcie D, za$ 0§ OX w punkcie C. Oblicz pole trapezu
ADCB.
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3.213. Do wykresu funkcji f(x) = 2—_—: poprowadzono w punkcie A styczng, ktora
X+

jest prostopadta do prostej /: 6x —y + 4 = 0. Wyznacz wspotrzedne punktu A.

3.214. Do wykresu funkgji f(x) = x* + 2x — 3 poprowadzono w punkcie A styczna,
ktéra jest rownolegta do prostej k: 2x + y + 7 = 0. Napisz rownanie kierunkowe pro-
stej /, ktéra jest prostopadta do tej stycznej i przechodzi przez punkt A.

1 i
3.215. Na paraboli o rownaniu y = —sz wyznacz taki punkt P, ktérego odlegtosc

od punktu A(12, 0) jest najmniejsza.

3.216. Na gatezi hiperboli o rownaniu y = 3, gdzie x & (—0, 0), wyznacz taki punkt P,
X
ktorego odlegiosé od punktu A(1, —1) jest najmniejsza.

1}
3.217. Na wykresie funkcji okreslonej wzorem y = Ex3 wyznacz taki punkt P o od-

1
cietej dodatniej, ktérego odlegtos¢ od punktu A[4a —1-2*] jest najmniejsza.

3.218. Wérod prostokatow, ktorych dwa wierzchotki naleza do paraboli o réwnaniu
y = (x + 3)%, za$ dwa pozostate na prostej k: y =4, znajduje sig taki, ktérego pole jest
najwieksze. Oblicz wspotrzedne wierzchotkow tego prostokata i jego pole.

*3,219. Do paraboli o réwnaniu y = —x? — 9 poprowadzono styczne K i I, ktore prze-
cinaja sie w punkcie A(4, 0). Wyznacz:
a) réwnania stycznych ki [
b) pole trojkata ABC, gdzie punkty BiCsa punktami stycznosci prostych ki /i para-
boli.

#3,220. Styczna do wykresu funkcji f(x) = 16x* + E, gdzie x # 0, przechodzaca przez
X

poczatek uktadu wspotrzednych ma z parabola o réwnaniu y = 3x* + 12x — 12 dwa
punkty wspdlne A i B. Napisz rownanie okregu, ktérego $rednica jest odcinek AB.




Kombinatoryka i rachunek
e prawdopodobienstwa

Regula mnozenia i regula dodawania

4.1. Na ile sposobéw mozemy utworzyé pare dziewczynka — chtopiec, jesli mamy
do dyspozycji cztery dziewczynki: Agatke, Beatke, Celinke i Dorotke oraz trzech
chiopcéw: Edwina, Franka i Grzeska.

Wypisz wszystkie mozliwe pary w tabeli.

4.2. Ponizsza tabela przedstawia wszystkie mozliwe liczby dwucyfrowe utworzone
w taki sposéb, ze cyfra dziesiatek jest cyfra ze zbioru {1, 2, 3, 4}, a cyfra jednosci — ze
zbioru {6, 7, 8, 9}. Narysuj drzewo, w ktorym gatezie przedstawiajg wszystkie utwo-
rzone liczby.

o] 6 | 7 g | & |
1 |28 ["47 | 18 | 180 |
2 | 26 | 27 [ 28 | 29 |

| 3 | 36 | 37 | 38 | 39 |

| 4 | 46 47 | 48 49

4.3. lle jest liczb dwucyfrowych, w ktérych cyfra jednosci jest rowna 1 lub 2, za$
cyfra dziesigtek jest wigksza od 5? Narysuj drzewo, w ktorym gatezie przedstawiaja
wszystkie utworzone liczby.

4.4. lle jest liczb trzycyfrowych, w ktérych cyfra setek jest réwna 1, 2 lub 3; cyfra
dziesigtek jest liczba podzielng przez 5, a cyfra jednosci jest wieksza od 6? Narysuj
drzewo, w ktorym gatezie przedstawiajg wszystkie utworzone liczby.

4.5. Z cyfr ze zbioru A = {1, 2, 3, 4, 5} tworzymy wszystkie mozliwe liczby dwu-
cyfrowe, przy czym cyfry w liczbie mogq sie powtarzac. Zapisz w tabeli wszystkie
utworzone liczby. lle sposrdd utworzonych liczb ma cyfre dziesiatek mniejsza od
cyfry jednosci?

4.6. Z cyfr ze zbioru B= {6, 7, 8, 9} tworzymy wszystkie mozliwe liczby dwucyfrowe,
w ktorych cyfry nie moga sie powtarzac. Zapisz w tabeli wszystkie utworzone liczby.
lle jest wsrdd nich liczb podzielnych przez 4?
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4.7. Z cyfr ze zbioru X=1{0, 1, 2, 3} tworzymy wszystkie liczby trzycyfrowe, przy czym
cyfry w liczbie nie moga sie powtarzac. Narysuj drzewo, w ktérym gatezie przedsta-
wiaja utworzone liczby trzycyfrowe. lle wéréd nich jest liczb podzielnych przez 3?

4.8. Pan Marek ma 3 marynarki, 4 krawaty i 5 koszul. lle réznych zestawdw (koszula,
marynarka, krawat) moze zatozy¢ do pracy?

4.9. lle jest réinych punktéw o wspéirzednych catkowitych (x, y), takich, ze
x € (4, 20), y € (0, 100)?

4.10. Restauracja ,Miedzynarodowa” serwuje 12 dar kuchni polskiej, 10 dan kuch-
ni wegierskiej i 8 dari kuchni czeskiej. Na ile sposobéw mozna w tej restauracji wy-
braé¢ dwa rozne dania, z ktorych:

a) jedno nalezy do kuchni polskiej, a drugie nie nalezy do kuchni polskiej

b) co najmniej jedno nalezy do kuchni polskiej?

4.11. Dane sa zhiory: X=1{1, 2,3}, Y=1{4,5},Z2=1{0, 1, 2, 3, 4, 5}. lle jest par upo-
rzadkowanych (a, b) takich, ze liczba a jest elementem zbioru X'i jednoczesnie liczba
b jest elementem zbioru Z lub liczba a jest elementem zbioru Yi jednoczesnie liczba
b jest elementem zbioru X?

4.12. Dany jest zbior X=1{1,2,3,4,5,6, 7, 8,9, 10}. lle jest par uporzadkowanych

(a, b) takich, ze liczby a, b nalezg do zbioru X oraz:

a) liczba a jest mniejsza od 3 lub liczba b jest wigksza od 7;

b) liczba a jest wieksza od b lub liczba b jest wigksza od liczby a;

¢) liczba a jest nie mniejsza niz 4 i jednoczesnie liczba b jest podzielna przez 3 lub
przez 5;

d) liczba a jest liczbg pierwsza lub liczba b jest nie wigksza niz 67

4.13. Pewna dama ma 14 roznych torebek, oraz 16 roznych par pantofelkow w roz-
nych kolorach — wedtug tabeli umieszczonej ponizej.

Kolorczarr{_\,} Kolor brgzowy Kolorczerwon\_,r_! Kolor bezowy
Torebki 5 4 . 2 , 3 |

_Pantofelki _ 6 3 2 5

Na ile sposobow owa dama moze skompletowac parg torebka - pantofelki:
a) w jednym kolorze
b) w dwdch réznych kolorach — w brazie i w bezu?




4. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobieristwa

4.14. Grupa pieciolatkéw z przedszkola z okazji Dnia Matki zaprosita swoje mamy
na przedstawienie, w ktorych wystapig jako skrzaty, majace czapki w trzech kolo-
rach: czerwonym, niebieskim i zielonym. Liczbe os6b majacych czapke w danym ko-
lorze przedstawia tabela ponizej.

Czapka czerwona ' Czapka niebieska [ Czapka zielona__l

Dziewczynki 7 4 2 ‘
 Chtopey | 3 '_ 6 3

lle jest mozliwosci wyboru pary — dziewczynka, chiopiec, w ktorej:
a) obie osoby maja czapke w takim samym kolorze
b) co najmniej jedna osoba ma czerwong czapke?

Wariacje
4.15. lle jest réznych liczb trzycyfrowych utworzonych z cyfr 1,2, 3, 4,5, 6, 7, 8,9?
4.16. lle réznych piecioliterowych kodéw mozna utworzyc z liter A, B, C?

4.17. Oblicz, ile jest roéznych czterocyfrowych:
a) liczb b) kodow PIN,
w ktérych cyfry moga sie powtarzad.

4,18, Naile sposobéw mozna wrzuci¢ 5 kul ponumerowanych do 6 réznych szuflad,
jezeli

a) kule wrzucamy dowolnie

b) kazda kula ma trafi¢ do innej szuflady?

4.19. Na ile sposobéw sekretarka moze wrzuci¢ do trzech roznych szuflad 4 listy
zaadresowane do réznych osob?

4.20. Numer karty ptatniczej MasterCard skfada sie z 16 cyfr. Pierwsza cyfra jest 5,
druga —jedna z cyfr: 1, 2, 3, 4, 5. Zaktadamy, ze pozostate cyfry moga by¢ dowolne.
lle jest numerdw kart ptatniczych MasterCard?

4.21. Ile jest liczb trzycyfrowych, w ktérych cyfra 3 wystepuje tylko raz?
4.22. lle jest liczb dwucyfrowych, w ktérych:

a) co najmniej jedna cyfra jest parzysta
b) co najmniej jedna cyfra jest nieparzysta?
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4.23. lle jest liczb dwucyfrowych, w ktérych zapisie wystepuje:
a) cyfralicyfra7 b) cyfrallubcyfra7?

4.24. lle jest roznych liczb trzycyfrowych, w ktorych zapisie cyfra 0 wystepuje:
a) co najwyzejraz  b) co najmniej raz?

4.25. lle jest roznych liczb trzycyfrowych, w ktorych zapisie cyfra 1 wystepuje:
a) co najwyzejraz  b) co najmniej raz?

4.26. Kazdej z pieciu 0s6b przyporzadkowujemy dzien tygodnia, w ktérym sie uro-
dzita. lle jest mozliwych wynikow takiego przyporzadkowania, jezeli:

a) kaida z tych oséb mogta urodzic¢ sie w dowolnym dniu tygodnia

b) kaida z tych os6b urodzita sie w innym dniu tygodnia?

4.27. Kazdemu sposréd czterech ucznidw przyporzadkowujemy ocene roczng
z matematyki. lle jest mozliwych wynikow tego przyporzadkowania, jezeli:

a) kazdy z uczniow bedzie miaf inng oceng

b) kazdy z ucznidw moze uzyskaé dowolng ocene?

4.28. Na peronie czekaja na pociag cztery osoby. Podjezdza sktad ztozony z siedmiu
wagondw. Na ile sposobdw czekajace osoby mogg wsigsc do pociggu, jesli:

a) kazda z nich ma wsiasc do innego wagonu

b) kazda z nich wybiera wagon dowolnie?

4.29. lle szescioliterowych napiséw mozna utworzy¢, postugujac sie literami nale-
zacymi do zbioru {A, B, C, D, E, F, G, H, 1}, jesli:

a) litery moga sie powtarzac

b) litery nie moga sie powtarzac?

4.30. pewna firma chce drukowac ulotki, w ktorych jedna strona ma mie¢ dwukolo-
rowe tto (gérna potowa ma mieé inny kolor niz dolna potowa). lle jest wzoréw takich
ulotek, jesli firma ma do dyspozycji 7 koloréw?

4.31. Przedsiebiorca chce produkowa¢ choragiewki sktadajgce sie z trzech pozio-
mych pasow réwnej szerokosci, kazdy w innym kolorze. Ile rodzajéw takich chora-
giewek moze produkowad, jesli ma do dyspozycji 8 kolorow?

4.32. Ile jest réznych czterocyfrowych:
a) liczb b) kodow PIN,
w ktoérych cyfry nie moga sie powtarzac?
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4.33. lle réznych liczb czterocyfrowych nieparzystych, w ktérych wszystkie cyfry sa
rézne, mozna utworzyc zcyfr 1, 2, 3,4,5,6, 77

4.34. lle réinych liczb pieciocyfrowych parzystych, w ktorych wszystkie cyfry sg
rozne, mozna utworzy¢ zcyfr1,2,3,4,5,6,7,8,9?

4.35. lle jest roznych liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach, utworzonych z cyfr na-
lezacych do zbioru {4, 5, 6, 7, 8, 9} i jednoczesnie wiekszych od 6667

4.36. lle jest réznych liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach, utworzonych z cyfr na-
lezacych do zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} i jednoczesnie mniejszych od 4447

4.37. lle jest réznych liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach, utworzonych z cyfr na-
lezacych do zbioru {1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9} i jednoczesnie mniejszych od 780?

4.38. lle jest roznych liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach i jednoczesnie:
a) nieparzystych  b) parzystych?

4.39. lle jest telefonicznych numerdw, ktore sktadajq sie z 8 cyfr takich, ze:

a) pierwsza cyfra jest 4, a pozostate cyfry sa roézne od 4 i rézne miedzy sobg

b) dwie poczatkowe cyfry sg rowne 5, a ostatnig cyfrg jest 1

¢) pierwsza cyfra jest parzysta rozna od zera, a pozostate cyfry sg liczbami nieparzy-
stymi

d) cyfra 7 wystepuje tylko raz, poczatkowa cyfra jest pierwsza i wszystkie cyfry sa
rézne?

4.40. lle jest telefonicznych numerow komarkowych, sktadajacych sie z dziewieciu

cyfr takich, ze:

a) pierwsza cyfra jest 5 lub 6, trzecig cyfra jest 0, a pozostate cyfry nie sg ani piatka,
ani szostka, ani zerem

b) kazda cyfra jest inna i na pierwszym miejscu nie wystepuje 0

c) kazda kolejna cyfra tego numeru jest liczbg o 1 mniejszg od poprzedniej

d) pierwsza, trzecia, piata, siodma i dziewiata cyfra jest taka sama i jest liczbg nie-
parzysta, za$ pozostate cyfry sg roznymi liczbami parzystymi?

4.41. lle réznych liczb dwucyfrowych podzielnych przez 3 mozna utworzy¢ z cyfr:
a) 1,2,4,5,7,8 b) 0,1,2,3,4,5,6?

4.42. |le réznych liczb dwucyfrowych:
a) parzystych b) podzielnych przez 4
mozna utworzy¢ z cyfr0,1, 2, 3,4, 5, 67
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4.43. lle réznych liczb dwucyfrowych podzielnych przez 6 mozna utworzy¢ z cyfr
{0,1,2,3,4,5,6,7}?

4.44. |le jest roznych liczb dwucyfrowych:

a) podzielnych przez 2 lub przez 3

b) podzielnych przez 4 lub 7

c) wiekszych od 40 lub podzielnych przez 8

d) podzielnych przez 2 lub 5 i niepodzielnych przez 6?

4.45, |le jest roznych liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach, podzielnych przez:
a) 25 b) 4?

4.46. lle jest réznych liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach i jednoczesnie
a) podzielnych przez 25 b) wiekszych od 52387

4.47. lle jest réznych liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach i jednoczesnie

a) podzielnych przez 4 b) wiekszych od 60 000?
Permutacje
4.48. Oblicz:
I
a) 41-21-3! b) 5!-2!-4! c) i
8!-31
2! 1.7l 1?
d) 1 e) 9l.7 ) 9
10!-4! (6!)° 10!-(81)

4.49. Doprowadz wyrazenie do najprostszej postaci, wiedzac, ze n € N:

a) (n+2){n+1)n! b) (2n+1)(2n)! of il
(n+2)!

5 @n+2) oy _(n+3)1E0) I .
(2n)! (Bn+1)n+2)! (n—3)!

4.50. Na ile sposobéw mozna ustawi¢ 3 osoby w szeregu?

4.51. W biegu finatowym uczestniczy 8 sprinterow. Na ile sposobéw moga oni zajacé
kolejne miejsca, jesli zatozymy, ze wszyscy ukoriczg bieg?
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4.52. W zespole tanecznym jest 7 dziewczat i 7 chfopcow. Kazda dziewczynka ma
tanczy¢ z chtopcem. lle jest réznych mozliwosci utworzenia 7 par tanecznych?

4.53. Na ile sposobow moze ustawic sie w szeregu grupa 4 chtopcow i 3 dziewczat,
tak aby osoby tej samej pici nie staty obok siebie?

4.54. Naile sposobdw moie ustawic sie w szeregu grupa 5 chtopcéw i 5 dziewczat,
tak aby dwie osoby tej samej pici nie staty obok siebie?

4.55. W liceum ucza sie po 4 klasy pierwsze, drugie i trzecie. Na ile sposobéw moz-

na potfoiy¢ na biurku jeden na drugim dzienniki lekcyjne tych kias, jesli:

a) na samym spodzie majg leze¢ wszystkie dzienniki klas pierwszych

b) na samej gorze leza dzienniki klas ,,A”, nizej dzienniki klas ,,B”, jeszcze nizej dzien-
niki klas ,,C” i najnizej dzienniki klas ,D"?

4.56. Mamy 5 ksigzek, w tym ksiazki A i B. Ustawiamy je losowo na pustej poice,
jedna obok drugiej. Na ile sposobdw mozna ustawic je tak, aby:

a) ksiazki A i B nie staly obok siebie

b) pomiedzy ksigzkami A i B staty dwie inne ksigzki?

4.57. Szesé oséb, ktére oznaczymy literami A, B, C, D, E, F, ma zaja¢ szesc sasiednich
miejsc w jednym rzedzie w kinie. Na ile sposobdw moga one usigsc, tak aby:

a) osoby D, E siedziaty obok siebie w podanym porzadku

b) osoby A, B, C, D siedziaty obok siebie w podanym porzadku

c) osoby A, B, C siedziaty obok siebie w dowolnym parzadku

d) miedzy osobami A i B siedziaty dwie osoby?

4.58. Naile sposobdw mozna ustawi¢ w szereg 8 osob tak, aby:

a) osoby A, B, C zajmowaty odpowiednio pierwsze, drugie i trzecie miejsce w tym
szeregu

b) osoby A i B staty obok siebie oraz pomiedzy t3 parg osob a osoba C staty dwie
inne osoby

c) osoby Ai B nie staly obok siebie

d) osoba A stata pierwsza w szeregu, a w dalszej czesci szeregu osoba B stata blizej
A niz osoba C?

4.59. Przy okragtym stole ustawiono 6 jednakowych krzeset. Na ile sposoboéw moze

usiasé przy tym stole 6 osob, tak aby:

a) osoby A i B siedziaty obok siebie

b) osoby A i B usiadty naprzeciwko siebie

c) miedzy osobami A i B siedziata tylko osoba C

d) osoby A i B siedziaty naprzeciwko siebie i jednoczesnie osoby C i D siedziaty na-
przeciwko siebie?
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Uwaga: Dwa rozmieszczenia przy stole uznajemy za rézne, jezeli w tych rozmieszcze-
niach co najmniej jedna osoba ma réznych sasiadow.

4.60. Przy okragtym stole ustawiono 12 krzeset. Na ile sposobdw moze usigs¢ przy

tym stole 12 osdb, tak aby:

a) osoby A, B usiadty obok siebie

b) osoby A, B usiadly naprzeciwko siebie

c) miedzy osobami A, B siedziaty tylko dwie osoby

d) osoby A, B siedziaty naprzeciwko siebie i jednoczesnie osoby C, D siedziaty na-
przeciwko siebie?

Uwaga: Dwa rozmieszczenia przy stole uznajemy za rézne, jesli w tych rozmieszcze-
niach co najmniej jedna osoba ma réznych sgsiadow.

TR L
G0 o A

2 4

4.62. Doprowadz? wyrazenia do najprostszej postaci, wiedzac, ze n € N:
n n+2
4 V)
W n+1
(3) ()
4.63. Wyznacz n, wiedzac, zen e N,

Y (73 ) )
a) n+ =15 b) + =18
2 n-1 2n-2

a) b)
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4.64. Wypisz wszystkie dwuelementowe podzbiory zbioru {a, b, ¢, d} i poréwnaj

4
liczbe tych podzbiordow z liczba [2 ]

4.65. Oblicz, ile jest tréjelementowych podzbioréw zbioru szescioelementowego.

4.66. Pewien niepusty zbiér ma 211, co najwyzej dwuelementowych, podzbiordw.
lle elementow ma ten zbidr?

4.67. Oblicz, na ile sposobéw mozna wybraé czteroosobowa delegacje z grupy 7
0s6b.

4.68. Na ptaszczyinie zaznaczono n (n > 2) punktow, z ktorych dowolne trzy nie
byty wspotliniowe. Punkty te wyznaczyty 36 prostych. Oblicz n.

4.69. Na egzaminie byto n tematdw (n = 2), z ktérych student losowat dwa. Oblicz
n, wiedzac, ze student miat 190 mozliwosci wylosowania zestawu tematow.

4.70. W turnieju szachowym kazdy z zawodnikéw rozegrat z kazdym dwie partie.
Ilu byto zawodnikow, jesli rozegrano w sumie 42 partie?

4.71. W turnieju szachowym startowato 10 zawodnikéw. W pierwszej fazie kazdy
z zawodnikow rozegrat po dwie partie z kazdym z pozostatych, po czym pewna liczba
zawodnikdéw musiata wyjechac na zgrupowanie kadry i w drugiej fazie kazdy z pozo-
statych rozegrat z kazdym po jednej partii. llu uczestnikdw wyjechato na zgrupowa-
nie kadry, jesli w obu fazach turnieju rozegrano facznie 111 partii?

4.72. 7 grupy 3 kobiet i 4 mezczyzn wybieramy trzy osoby. lle jest takich sposobow
wyboru, aby wsrdd wybranych oséb:

a) byty same kobiety

b) byli sami mezczyzni

¢) byty dwie kobiety i jeden mezczyzna?

4.73. W pudetku znajduja sie cztery ponumerowane kule: 2 biate i 2 czarne. Na ile
sposobdw mozna wybrac 2 kule, wsréd ktorych co najwyzej jedna bedzie czarna?
a) Wypisz wszystkie mozliwosci.

b) Dlaczego liczby sposobéw w punkcie a) nie mozna obliczy¢ w nastepujgcy spo-

2
sob: wybieramy jedng kule biatg na [J sposoby i druga kule jakgkolwiek z po-

3
zostatych kul na [1] sposoby, czyli razem mamy 2 - 3 = 6 sposobow?
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4.74. W Klasie jest 15 dziewczat i 16 chtopcéw. Sposrod ucznidw tej klasy trzeba
wybra¢ czteroosobowa delegacje. Na ile sposobéw mozna to zrobic, tak aby w de-
legacji znalazly sig:

a) tylko dwie dziewczynki

b) co najmniej dwie dziewczynki

¢) co najwyzej dwie dziewczynki?

4.75. W grupie 20 osob jest 12 kobiet. Ile jest sposobow wybrania piecioosobowej
delegacji z tej grupy, tak aby:

a) znalazly sie tam co najwyzej dwie kobiety

b) znalazta sie tam co najmniej jeuna kobieta

c) znalazly sie tam co najmniej dwie i nie wiecej niz cztery kobiety?

4.76. W klasie jest 8 chfopcow i 9 dziewczat. Wybieramy cztery osaby. lle jest moz-
liwych sposobow wyboru tych czterech osdb, tak by wsréd nich:

a) byli sami chtopcy b) potowe stanowity dziewczeta

c) byly trzy dziewczynki i jeden chtopiec  d) byt co najmniej jeden chtopiec?

4.77. W urnie jest 7 kul biatych, 2 czarne i 1 zielona. lle jest mozliwych sposobdéw
wyboru dwach kul z tej urny, tak by:

a) kule byty réznych kolorow b) obie kule byty biate

c) kule byty tego samego koloru d) przynajmniej jedna z kul byta biata?

4,78. W urnie jest 5 kul biatych, 4 czarne i 6 zielonych. Losujemy trzy kule. Ile jest
mozliwych wynikow losowania, jesli:

a) kaizda z wylosowanych kul musi by¢ innego koloru

b) wszystkie trzy kule majg by¢ tego samego koloru

c) wsrod trzech kul dwie musza by¢ tego samego koloru?

4.79. 7 talii 52 kart losujemy cztery karty. lle jest mozliwych wynikéw losowania,
jesli wsrod tych czterech kart maja by¢:

a) dwie damy i dwa asy

b) trzy karty mtodsze od dziewigtki i jeden krol

¢) trzy figury (figury to: as, dama, krdl i walet) i jedna karta nie bedaca figura?

4.80. Z talii 52 kart losujemy cztery karty. lle jest mozliwych wynikéw losowania,
jesli wirdd nich maja by¢:

a) trzy kiery

b) co najwyiej trzy kiery

c) dwa kiery, jeden pik i jeden trefl?
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4.81. Kazdemu z czterech graczy nalezy przydzieli¢ 13 kart z talii 52-kartowej. Na
ile sposobéw mozna to zrobi¢, tak aby gracze Ai B otrzymali po dwa asy, a gracze C
i D po dwie damy?

4.82. Grupe 12 druzyn sportowych, wéréd ktérych sa druzyny A, B, C, dzielimy na
trzy rowne podgrupy w taki sposéb, ze kaida z druzyn A, B, C znajduje sie w innej
podgrupie. lle jest sposobow takiego podziatu?

Kombinatoryka - zadania rézne

4.83. W liceum odbywaja sie zajgcia SKS z siatkéweki i koszykéwki. W pewnej grupie
chfopcow tej szkoty dwunastu chodzi na koszykéwke, pietnastu na siatkowke, a tyl-
ko pieciu na obydwa zajecia SKS. Ilu co najmniej chtopcéw liczy ta grupa?

4.84. W liceum 25 dziewczat z klas drugich uczeszcza na zajecia SKS: siatkéwki lub
pitki recznej. Wiadomo, ze siatkdwke trenuje 16 dziewczat. lle dziewczat trenuje
obydwie dyscypliny, jeéli wiadomo, ze liczba dziewczat trenujacych tylko pitke recz-
ng jest réwna liczbie dziewczat trenujacych tylko siatkowke i jest ona najmniejsza
z mozliwych?

4.85, W grupie 27 0s6b przeprowadzono ankiete, z ktérej wynikato, ze 20 os6b zna
jgzyk niemiecki, a 15 - jezyk francuski. lle co najwyzej 0s6b zna tylko jeden z tych
jezykow?

4.86. W pewnej grupie 60% wszystkich 0séb zna jgzyk hiszpanski, a 50% - jezyk
rosyjski. lle procent oséb co najmniej i ile procent oséb co najwyzej zna obydwa
jezyki?

4.87. Wykaz, ze w 25-osobowej klasie $3 co najmniej trzy osoby, ktére urodzity sie
w tym samym miesiagcu.

4.88. lle jest réznych liczb pigciocyfrowych, w ktérych zapisie wykorzystano wszyst-
kie cyfry ze zbioru {0, 1, 2, 3, 4}:
a) dowolnych b) podzielnych przez 5?

4.89. lle jest réznych liczb siedmiocyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach nale-
zacych do zbioru {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} i jednoczesnie:
a) parzystych b) podzielnych przez 4?
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4.90. lle réznych wyrazéw, majacych sens lub nie, mozna utoiyc, przestawiajac
litery wyrazu:
a) SPANIEL b) TEMAT c¢) AGAWA d) POTOP?

4.91. lle réznych wyrazéw, majacych sens lub nie, mozna utozyc, przestawiajac
litery wyrazu
a) TOTALIZATOR b) ABRAKADABRA?

4.92. Podczas rozwiazywania zadan z kombinatoryki w pewnej klasie jeden
z uczniéw, doskonaty z biologii, ze zdziwieniem stwierdzit, ze liczba wyrazéw (ma-
jacych sens lub nie) otrzymanych z przestawienia liter wyrazu PRAWDOPODOBIEN-
STWO jest poréwnywalna z liczbg tzw. synaps neuronow (czyli stykow pomiedzy
neuronami) w korze mézgowej cztowieka. lle synaps ma kora mozgowa cztowieka?

4.93. lle jest réznych liczb czterocyfrowych, w ktérych zapisie cyfra 5 wystgpuje:
a) 2razy b) nie wiecej, niz dwa razy?

4,94, Ile jest liczb siedmiocyfrowych, w ktérych zapisie cyfra 4 wystepuje trzy razy,
cyfra 5 — dwa razy, a cyfra 0 ani razu?

4,95, lle jest liczb oémiocyfrowych, w ktorych zapisie O wystepuje 5 razy, a pozosta-
fe cyfry sg nieparzyste?

4.96. lle jest liczb pieciocyfrowych, w ktérych zapisie O wystgpuje co najwyzej raz,
a cyfra jednosci jest wieksza od 67

4.97. lle jest liczb oémiocyfrowych, w ktérych zapisie cyfra 2 wystgpuje trzy razy,
cyfra dziesiatek jest 7, a pozostate cyfry sg rézne i inne niz wymienione cyfry?

4.98. Stonoga — wbrew nazwie — ma tylko siedem par ndg. Na nogi ma wiozyc sie-

dem par kaloszy (kazda para jest w innym kolorze). Na ile sposobow moze to zrobic,

jesli:

a) nie rozréznia kolorow ani butow lewych i prawych

b) rozréznia kolory (na kazda pare nog wiozy buty w tym samym kolorze), lecz nie
rozroznia butow lewych i prawych

¢) nie rozréznia koloréw, lecz rozréinia buty lewe i prawe

d) rozréznia kolory i rozréznia buty lewe i prawe?

4.99. W przedziale wagonu kolejowego jest osiem numerowanych miejsc (w dwoch

rzedach naprzeciwko siebie). Do przedziatu weszly cztery osoby. Na ile sposobow

moga one zajaé miejsca w tym przedziale, tak aby:

a) w kazdym rzedzie siedziaty po dwie osoby naprzeciwko osob siedzacych w dru-
gim rzedzie
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b) trzy ustalone osoby siedziaty przodem do kierunku jazdy, czwarta — naprzeciwko
jednej z trzech oséb?

4.100. Mamy 12 ksiazek, wérod ktorych sg ksigzki A, B, C. Wktadamy je do trzech
ponumerowanych pudetek, do kazdego po 4 ksigzki. lle jest mozliwosci takiego uto-
Zenia ksigzek w pudetkach, aby:

2) w pierwszym pudetku znalazly sie ksiazki A i B, a w trzecim — ksigzka C

b) ksigzki A, B i C znalazly sie w tym samym pudetku?

4.101. Pietnascie 0s6b trzeba podzieli¢ na trzy grupy, po piec¢ oséb w kazdej grupie.
Na ile sposobow mozna to zrobié, jeéli uporzadkowanie w grupie nie ma znaczenia
oraz:

a) kolejnosc grup jest istotna

b) kolejnos¢ grup nie jest istotna?

4.102. lle jest wszystkich podzbioréw zbioru:
a) czteroelementowego b) piecioelementowego?

4.103. Ze zbioru liczb (1, 2, 3, ..., 15} losujemy jednoczesnie dwie. Ile jest mozli-
wych wynikow losowania, tak aby:

2) suma obu liczb byta parzysta b) suma obu liczb byta nieparzysta

c) iloczyn obu liczb byt parzysty d) iloczyn obu liczb byt podzielny przez 8?

4.104. Ze zbioru liczb (1, 2, 3, ..., 11} losujemy jednoczesnie trzy. lle jest mozliwych
wynikow losowania, tak aby:

a) suma wylosowanych liczb byta nieparzysta

b) iloczyn wylosowanych liczb byt nieparzysty

¢) iloczyn wylosowanych liczb byt parzysty

d) iloczyn wylosowanych liczb byt podzielny przez 10?

4.105. lle jest liczb pietnastocyfrowych, w ktérych suma cyfr jest réwna 3?
4.106. lle jest liczb dwudziestocyfrowych, w ktérych suma cyfr jest rowna 4?
4.107. lle jest liczb szesciocyfrowych, w ktorych zapisie cyfry tworza ciag rosnacy?

4.108. lle jest liczb szeéciocyfrowych, w ktorych zapisie cyfry tworza cigg malejacy?

4.108. Ile jest liczb pieciocyfrowych, w ktorych zapisie wystepuje cyfra 7 i cyfry
tworzg ciag rosnacy?

4.110. lle jest liczb pigciocyfrowych, w ktérych zapisie wystepuje cyfra 6 i cyfry
tworzg cigg malejacy?
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4.111. lle jest liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie cyfry tworza ciag niemalejacy?
*4.112. lle jest liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie cyfry tworzg cigg nierosngcy?

4.113. Ile jest liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie cyfry tworza ciag:
a) rosnacy *b) niemalejacy?

*4.114. lle réznych napisow trzyliterowych ztozonych z réznych liter mozna otrzy-
ma¢ z 24 liter alfabetu, zaktadajac, ze litery w kazdym napisie naleig do grupy skia-
dajacej sie z pieciu stojacych obok siebie w alfabecie liter?

*4.115. Rozwazmy rownanie x + y + z = 10. Jego rozwigzaniami sg uporzadkowane
trojki liczb. lle jest takich rozwiazan, ktdre sktadajg sie z trzech liczb naturalnych?

*4,116. lle jest rozwiazan rownania x + y + z = 10, ktore sktadaja sie z trzech liczb
naturalnych dodatnich?

Doswiadczenie losowe

4.117. Zapisz przestrzen zdarzen elementarnych dla nastepujacych doswiadczen

losowych:

a) rzut kostka szescienng, ktorej trzy Sciany pomalowane s na czerwono, jedna na
biato, jedna na z6tto i jedna na niebiesko

b) rzut dwiema kostkami szesciennymi (z oczkami odpowiednio od 1 do 6)

c) rzut kostka szescienng i monetg

d) rzut trzema monetami.

4.118. Zapisz przestrzen zdarzen elementarnych dla nastepujacych doswiadczen

losowych:

a) losowanie jednej kuli z urny, w ktdrej sa 3 kule biate, 2 czerwone i 1 niebieska
(kule w tym samym kolorze s3 rozréznialne)

b) losowanie jednoczesnie dwdch kul z pojemnika, w ktérym sg 2 kule biate i 3 czer-
wone

c) losowanie jednoczesnie trzech 0séb z grupy zfozonej z pieciu 0séb: A, B, C, D, E

d) losowanie grupy pieciu osob z grupy ztozonej z szesciu 0s6b A, B, C, D, E, F.
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4.119. Zapisz przestrzen zdarzeri elementarnych dla nastepujacych doéwiadczen

losowych:

a) losowanie kolejno dwéch elementéw: pierwszego ze zbioru {a, b, ¢}, drugiego ze
zbioru {1, 2, 3, 4}

b) losowanie kolejno ze zwracaniem trzech liter ze zbioru {A, B, C, D, E}

c) losowanie kolejno bez zwracania trzech liter ze zbioru {A, B, C, D, E, F}

d) losowanie kolejno czterech cyfr ze zwracaniem ze zbioru {1, 2, 3).

4.120. Ze zbioru cyfr {1, 2, 3,4, 5, 6, 7} losujemy kolejno trzy cyfry i tworzymy liczbe
trzycyfrowa, w ktorej cyfra setek, dziesigtek i jednosci sa odpowiednio wylosowane
kolejno cyfry. Opisz symbolicznie przestrzer zdarzen elementarnych tego doswiad-
czenia i okresl liczbe tych zdarzer elementarnych w przypadku, gdy:

a) losowanie odbywa sie ze zwracaniem

b) losowanie odbywa sie bez zwracania.

4.121. Bartek i Hubert graja w pewng gre. Kazdy w swojej kolejce wykonuje rzut
trzema monetami o réznych nominatach: 10 gr, 20 gr, 50 gr i zapisuje na kartce
poszczegoblne nominaty lub wpisuje dla danej monety wartoséé 0, jesli wypadt orzet.
Wypisz wszystkie mozliwe wyniki takiego rzutu. lle jest wszystkich zdarzer elemen-
tarnych tego doswiadczenia?

4,122, piotrek z talii kart wybrat same figury, tzn. po cztery asy, kréle, damy, walety.
Nastepnie przetasowat wybrane karty i wylosowat kolejno trzy sposréd nich: pierw-
szq otrzymata jego siostra Teresa, drugg — brat Janusz, a trzecia zachowat dla siebie.
Zapisz symbolicznie przestrzen zdarzeri elementarnych i podaj liczbe tych zdarzen
elementarnych.

4.123. Basia ma w dwéch pudetkach kartki z zapisanymi cyframi, po jednej na kaz-
dej kartce: w pierwszym pudetku sg 4 kartki z cyframi 1, 2, 3, 4, w drugim — dwie
kartki z cyframi 5 i 6. Basia chce wybra¢ losowo jedng cyfre w nastepujacy sposéb.
Wykona rzut moneta: jesli wypadnie reszka, to Basia wylosuje kartke z pierwszego
pudetka; jeéli wypadnie orzet, to dziewczynka wybierze losowo kartke z drugiego
pudetka. Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne danego doswiadczenia losowego.

Zdarzenia. Dzialania na zdarzeniach

4.124. Niech A, B beda dowolnymi zdarzeniami zawartymi w przestrzeni Q. Zapisz
za pomocg A, B, A’ lub B’ nastepujace zdarzenia:

a) zaszto co najmniej jedno ze zdarzen A, B

b) zaszto tylko jedno ze zdarzen A, B
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c) zaszly oba zdarzenia Ai B

d) zaszto zdarzenie A i nie zaszto zdarzenie B

e) nie zaszto zdarzenie A ani zdarzenie B

f) nie zaszto zdarzenie A lub zaszto zdarzenie B.

4.125. Doéwiadczenie losowe polega na wylosowaniu jednej karty z talii 52 kart.
Oznaczmy zdarzenia:

A — wylosowana karta jest pikiem, B — wylosowana karta jest koloru czerwonego,
C — wylosowana karta jest asem. Opisz stowami zdarzenia: A M C,BNCA-CBH,
B —-A A NC.

4.126. Doswiadczenie losowe polega na wylosowaniu jednej liczby ze zbioru {10,
11, 12, 13, 14, 15}. Oznaczmy zdarzenia: A — wylosowana liczba jest liczbg pierw-
sz3, B —wylosowana liczba jest wieksza od 12, C — wylosowana liczba jest podziel-
na przez 3. Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniom: A, B, C, A — B,
AUCCNnB,AUB.

4.127. Rzucamy jeden raz monetq i jeden raz szeécienna kostka do gry, ktora na
poszczegdlnych Sciankach ma liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6. Wypisz zdarzenia elementarne
sprzyjajace zdarzeniom:

A — wypadt orzet lub reszka i liczba 5

B — wypadta reszka i liczba oczek begdaca liczbg pierwsza

C — wypadta liczba bedaca dzielnikiem liczby 12

D — wypadt orzet lub wypadia liczba 1.

4.128. Klasa llla liczy 32 ucznidw, z ktorych 15 trenuje siatkdwke, 12 trenuje ko-
szykowke, a tylko 8 oséb nie trenuje 7adnej z wymienionych dyscyplin. Liczba 0so6b
trenujacych jednoczesnie siatkowke i koszykowke jest najmniejsza z mozliwych. Wy-
bieramy losowo jedna osobg z tej klasy. Niech S oznacza zdarzenie: wybrana osoba
trenuje siatkowke, zas K — zdarzenie, ze wybrana osoba trenuje koszykéwke. Opisz
2darzenie S — K i podaj, ile zdarzen elementarnych sprzyja temu zdarzeniu.

7adanie to mozna rozwigza¢ w nastepujacy sposob. Tworzymy diagram przedsta-
wiajacy przestrzen Q z wyroznionymi zdarzeniami Si K oraz podajemy moc poszcze-
golnych zdarzeri na diagramie. W tym celu ustalamy moc zdarzenia S M K (ktora jest
najmniejsza z mozliwych):

SUK =32-8=24, stad SNK=15+12-24=3

Otrzymujemy:

Q ;
S K S — K zdarzenie, ze losowo wybrana osoba trenuje
siatkdwke i jednoczesénie nie trenuje koszykowki
8 S-K=12
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Na podstawie powyiszego diagramu opisz stownie zdarzenia:
a) (K=S5)uw(S—K) b) K" §'
i podaj moc kazdego z tych zdarzen.

4.129. Ponizszy diagram przedstawia, ile 0s6b jest w klasie lic oraz ile spoéréd nich

uczy sig poszczegolnych jezykéw obcych: jezyka angielskiego (A), jezyka niemieckie-

go (N) i jezyka francuskiego (F). Wiadomo, ze kazda osoba z tej klasy uczy sie co naj-

mniej jednego jezyka obcego. Z klasy Illc wybrano losowo jedna osobe. Ile zdarzeri

elementarnych sprzyja zdarzeniu, ze wybrana osoba:

a) uczy sie jednoczesnie wszystkich wymienionych je-
zykow

b) uczy sie jezyka niemieckiego lub francuskiego

¢) nie uczy sie jezyka niemieckiego

d) uczy sie co najmniej dwdch jezykéw

e) uczy sie jezyka angielskiego i nie uczy sie jezyka
francuskiego

f) nie uczy sig jezyka niemieckiego lub nie uczy sie je-
zyka francuskiego?

Zapisz te zdarzenia za pomoca zdarzen A, F, N.

4.130. W klasie llid jest 18 dziewczat | 14 chtopcow, z ktdrych 22 osoby uczeszczaja
na koto chemiczne lub koto biologiczne jak na diagramie ponizej. Z tej klasy wybrano
losowo jedng osobe. Niech zdarzenia A, B, C, D oznaczajg odpowiednio zdarzenia:

A —wybrana osoba chodzi na koto chemiczne fc &
8 — wybrana osoba chodzi na koto biclogiczne A D
C—wybrana osoba jest chtopcem 4 5

D - wybrana osoba jest dziewczyna. 712

lle zdarzen elementarnych sprzyja zdarzeniom: B
a)AucC b) D (AwB) c)CnB 1| 3
dJAUB  e)ANB AND f)An (CUD)? \_2 SJ

Opisz stownie powyzsze zdarzenia.

4.131. Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie dwiema szeécien-
nymi kostkami do gry: czarng i zielona. lle jest takich wynikéw doswiadczenia, dla
«torych suma oczek na obu kostkach jest podzielna przez 3?

Zadanie to mozemy rozwigzaé, wykorzystujgc ponizsza tabelke. W pierwszym
wierszu tej tabelki wpisujemy liczby oczek, jakie moga wypasé na zielonej kost-
ce, a w pierwszej kolumnie od lewej — liczby oczek, ktére moga wypasé na czarnej
xostce. W pozostatych polach wpisujemy sumy oczek odpowiadajace poszczegdl-
nym wynikom doswiadczenia.
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suma | 2 | 2| 34| 5]|8]
1 [2]3]a|5|6|7]
"z [3]4|s5s|e|7]|8|
e 3o oloctla B B T L B o9
[ igen | sl cgedag || B | 0
g e e el | e |
= T | 8 | 8 |10 |at] 13

Na koniec liczymy pola, na ktérych wystepuja liczby podzielne przez 3: jest ich 12.
Postepujac analogicznie, oblicz, ile jest mozliwych wynikéw tego doswiadczenia, dla
ktérych iloczyn oczek na obu kostkach jest nie wiekszy niz 12,

4.132. Ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5} losujemy dwa razy po jednej liczbie. Oblicz, ile zda-
rzer elementarnych sprzyja zdarzeniu A — suma wylosowanych liczb jest liczbg pa-
rzysta, jesli:

a) losujemy ze zwracaniem b) losujemy bez zwracania.

4,133. Ze zbioru {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} losujemy dwa razy po jednej liczbie. Oblicz, ile
zdarzen elementarnych sprzyja zdarzeniu A —iloczyn wylosowanych liczb jest liczbg
podzielng przez 2 i przez 3, jesli:

a) losujemy bez zwracania b) losujemy ze zwracaniem.

4.134. Rzucamy trzykrotnie moneta. Oznaczmy zdarzenia: A — reszka wypadta co
najwyzej raz, B — orzet wypadt co najmniej raz, C - reszka wypadta dwa razy.

a) Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniom: A, B, C,A', B', C'.

b) Jaka zalezno$¢ zachodzi miedzy zdarzeniami A 8, CiB, ALCiB oraz B'iA?
¢) Co mozna powiedziec o zdarzeniach:Bu C', B’ C?

4.135. Dotwiadczenie losowe polega na pieciokrotnym rzucie moneta. Niech A

oznacza zdarzenie: co najmniej raz wypadt orzet, zas B8 —reszka wypadta co najwyzej

3 razy.

a) Opisz zdarzenia przeciwne do zdarzen A i 8. Podaj liczebnos¢ zbiorow A" i B'.

b) Czy prawdziwe s3 rownosci: (AW B) =A'w B' oraz (A B) =A"n B'?Odpo-
wiedz uzasadnij.

4.136. Z grupy dwdéch kobiet i czterech mezczyzn losujemy trzyosobowa delegacjg.

a) lle jest wszystkich zdarzen elementarnych tego doswiadczenia?

b) Wyznacz liczbe elementéw sprzyjajacych zdarzeniu A — w wybrane]j delegacji
znajduje sie co najmniej dwoch mezczyzn.

¢) Wyznacz liczbe elementéw sprzyjajacych zdarzeniu B — w wybranej delegacji
znajduije sie co najmniej jedna kobieta.

d) Wypisz elementy sprzyjajace zdarzeniu A’ M B.
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4.137. Z talii 52 kart losujemy 7 kart. Niech A oznacza zdarzenie — wylosowalismy
4 asy, B — wylosowalismy 2 damy, C — wylosowalismy co najwyzej 3 trefle. Wyznacz
liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu:

a)AnB b)AuB c)C dANnC

Okreslenie prawdopodobienstwa

4,138, Dane sa zdarzenia A, B = Q. Wiadomo, 2e P(A U B)=0,5

i P(A) = P(A ~ B) = % Oblicz P(B), P(B - A).

4,139. Dane sg dwa zdarzenia A, B c Q takie, ze P(A’) = 0,69 i P(B') = 0,3. Czy zda-
rzenia A i B sie wykluczajg? Odpowiedz uzasadnij.

4.140. Dane sa zdarzenia A, B < () takie, ze P(A) =0,12i P(B') = 0,7 oraz
P(A U B) = 0,4. Oblicz: P(A M B), P(A — B), P(A’ ~ B).

4,141, Dane sg zdarzenia A, B ). Wiadomo, ze P(A’) = 0,83 i P(B') = 0,88 oraz
P(A B)= 0,04. Oblicz: P(A v B), P((Aw B)—A), PIAn B').

4.142. Dane s3 zdarzenia A, B < Q. Wiadomo, ze P(A')=0,91i P(A n B) = 0,01 oraz
P(A L B) = 0,21. Oblicz: P(B), P(B— (A ~ B)), P((A U B) — (A ~ B)).

4.143. O pewnym zdarzeniu A — QQ wiadomo, ze P(A') > 0,9. Wykaz, ze dla dowol-
nego zdarzenia B — Q2 zachodzi nieréwnos¢ P(A m B) < 0,2.

; : : s 2 3
4.144. 0 zdarzeniach A, B = Q wiadomo, e P(A’) > 3 P(B) = = oraz

1
P(AMB) 2 = Wykaz, ze:

1 7
a) P{A—B)<E b) P{AuB)éi—i

4.145. Kostka sze$cienna zostata wykonana z materiatu, ktory nie jest jednorodny.
Scianka z jednym oczkiem wypada dwa razy czesciej niz kazda z pozostatych écianek.
Wykenujemy jeden rzut ta kostka. Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania niepa-
rzystej liczby oczek.
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4.146. W rzucie niesymetryczna, szescienng kostka $cianka z dwoma oczkami
i écianka z szeécioma oczkami wypada trzy razy czesciej niz kazda z pozostatych scia-
nek. Rzucamy jeden raz ta kostka. Oblicz prawdopodobieristwo wypadnigcia scianki:
a) zjednym oczkiem

b) z sze$cioma oczkami

c) z parzystg liczba oczek.

4.147. W pudetku znajduja sie kartki z réznymi numerami. Prawdopodobienstwo
3
wylosowania kartki z numerem nie wiekszym niz 10 jest rowne a a prawdopodo-

bieristwo wylosowania kartki z numerem nie mniejszym niz 10 jest rowne q Oblicz

prawdopodobieristwo wylosowania kartki z numerem 10.

4.148. Biatlonista w jednej serii strzela pig¢ razy do celu. Prawdopodobienstwo,

; 4 us ! ) L
ze trafi co najmniej trzy razy, jest rowne o a prawdopodobienstwo, ze trafi co naj-

7 s : . .
wyzej trzy razy, wynosi E Jakie jest prawdopodobieristwo, ze biatlonista w jednej

serii trafi do celu trzy razy?

Prawdopodobienstwo klasyczne

4.149. Rzucamy symetryczng, szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobieri-
stwo zdarzenia:

a) wypadta parzysta liczba oczek lub mniejsza niz 3

b) wypadta nieparzysta liczba oczek i jednoczesnie nie bedaca dzielnikiem liczby 6.

4.150. Rzucamy symetryczng dziesiecioscienng kostka do gry, z cyframi na Scian-
kach od 0 do 9. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wylosowana cyfra jest:

a) liczba pierwsza i nie jest liczba nieparzysta

b) wylosowana cyfra jest podzielna przez 3 lub jest wieksza od 7.

4.151. Szeécian pomalowano, a nastgpnie rozcieto na 64 jednakowe szescianiki,
ktére wrzucono do pudetka i wymieszano. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowa-
nia z tego pudetka jednego szescianika, ktory bedzie miat:

a) trzy $ciany pomalowane

b) jedna lub dwie $ciany pomalowane.
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4,152, Z talii 52 kart losujemy jedng karte. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowa-
nia karty, ktéra jest:

a) treflem lub pikiem

b) asem i nie jest treflem

c) krolem lub kierem

d) karta miodszg od siodemki (széstka lub pigtka lub czworka lub tréjka lub dwéjka).

4.153. Ze zbioru liczb dwucyfrowych losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodo-
bieAstwo zdarzenia:

a) wylosowana liczba jest podzielna przez 2 i przez 5

b) wylosowana liczba jest podzielna przez 2 lub przez 5

c) wylosowana liczba jest podzielna przez 10 lub przez 15

d) wylosowana liczba jest podzielna przez 15 i nie jest podzielna przez 20.

4.154. Ze zbioru liczb trzycyfrowych losujemy jedng liczbe. Oblicz prawdopodo-
bierstwo wylosowania:

a) liczby podzielnej przez 2 lub przez 3

b) liczby podzielnej przez 5 i niepodzielne] przez 3

c) liczby, ktorej reszta z dzielenia przez 4 jest réwna 3

d) liczby, ktérej reszta z dzielenia przez 5 jest rowna 2 lub 4.

4.155. Rzucamy kolejno trzy razy symetryczna monetq. Wypisz wszystkie zdarzenia
elementarne. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) orzet wypadnie co najwyzej raz

b) reszka wypadnie co najmniej raz

c) za drugim razem wypadnie orzet, a za trzecim reszka.

4.156. Rzucamy dwiema symetrycznymi, szeéciennymi kostkami do gry. Oblicz
prawdopodobieristwo zdarzenia, ze suma liczb wyrzuconych oczek jest:

a) mniejsza od 10

b) parzysta

¢} podzielna przez 3

d) dzielnikiem liczby 24.

4.157. Rzucamy dwiema symetrycznymi, szesciennymi kostkami do gry. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest:

a) wiekszy od 4 i mniejszy od 12

b) podzielny przez 4 lub przez 6

c) podzielny przez 5 i nie jest podzielny przez 10

d) nie mniejszy od sumy wyrzuconych oczek.
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4.158. Ze zbioru cyfr {5, 6, 7, 8} losujemy kolejno ze zwracaniem dwie cyfry i two-
rzymy liczbe dwucyfrowa. Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne tego doswiad-
czenia losowego. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) utworzona liczba jest wigksza od 65

b) utworzona liczba jest podzielna przez 4

¢) suma cyfr tej liczby jest liczba pierwsza

d) cyfra dziesigtek rézni sie od cyfry jednoscio 1.

4.159. Ze zbioru cyfr {1, 2, 3, 4, 5} losujemy bez zwracania kolejno dwie cyfry i two-
rzymy liczbe dwucyfrowa. Oblicz prawdopodobienistwo zdarzenia, ze:

a) utworzona liczba jest parzysta

b) utworzona liczba jest niepodzielna przez 3

c) co najmniej jedna z cyfr tej liczby jest pierwsza

d) réznica cyfr tej liczby jest podzielna przez 2.

4.160. Ze zbioru cyfr {1,2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9} losujemy ze zwracaniem kolejno dwie
cyfry i tworzymy liczbe dwucyfrowa. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia:

a) utworzona liczba jest podzielna przez 11

b) utworzona liczba jest nieparzysta

¢) iloczyn cyfr tej liczby jest wigkszy od 50

d) co najmniej jedna cyfra tej liczby jest parzysta.

4.161. Ze zbioru liczb dwucyfrowych dodatnich losujemy kolejno dwa razy ze zwra-
caniem jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) za pierwszym razem wylosujemy liczbe wieksza niz za drugim razem

b) suma wylosowanych liczb bedzie liczbg mniejsza od 30.

4.162. Ze zbioru cyfr {1,2,3,4, 5, 6,7, 8, 9} losujemy kolejno dwie cyfry bez zwra-
cania i tworzymy liczbe dwucyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze

a) otrzymana liczba jest wieksza od 35

b) otrzymana liczba jest podzielna przez 6.

4.163. Rzucamy dwiema dziesigciosciennymi symetrycznymi kostkami, kaida
7 liczbami odpowiednio 0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,9na poszczegdlnych sciankach. Oblicz
prawdopodobieistwo zdarzenia:

a) suma otrzymanych liczb jest podzielna przez 7

b) iloczyn otrzymanych liczb jest podzielny przez 15.

4.164. Cztery ponumerowane kule umieszczono losowo w czterech ponumerowa-
nych szufladach. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia:

a) kazda kula trafi do innej szuflady

b) wszystkie kule trafia do jednej szuflady.
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4,165. Na parterze bloku majacego (oprocz parteru) 6 pieter wsiadto do windy

5 osd6h. Oblicz prawdopodobienstwo, zdarzenia:

a) wszystkie osoby wysiada na jednym pietrze (kolejnosé¢ wychodzenia z windy na
jednym pietrze nie jest istotna)

b) kazda osoba wysigdzie na innym pietrze.

4,166, Rzucamy trzema czworosciennymi symetrycznymi kostkami z liczbami 1, 2,
3, 4 na poszczegdlnych sciankach. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze suma
wylosowanych liczb jest podzielna przez 3.

4.167. Rzucamy trzema symetrycznymi, sze$ciennymi kostkami do gry. Oblicz
prawdopodobieristwo zdarzenia, ze suma otrzymanych oczek jest liczbg podzielng
przez 8 i jednoczesnie niepodzielng przez 16.

4.168. W szeregu ustawiamy losowo 3 kobiety i 4 mezczyzn. Oblicz prawdopodo-
bienstwo zdarzenia, ze:

a) najpierw stojg kobiety, a potem mezczyzni

b) zadne dwie osoby tej samej pici nie stoja obok siebie.

4,169, Szesciu przyjaciét, wérdd nich Jacek i Placek, wybrato sie do kina. Maja bi-

lety z kolejnymi miejscami w jednym rzedzie. Zaktadajac, Zze usiada losowo na tych

miejscach, oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) Jacek i Placek usiada na miejscach najbardziej od siebie odlegtych

b) Jacek i Placek usigdg na dwdch pierwszych miejscach, w podanej kolejnosci,
liczac od lewej strony

¢) miedzy Jackiem i Plackiem usigdzie jeszcze jedna osoba.

4.170. Kasia w jednej szufladzie ma 3 czapki: biala, czarng i zielona, a w drugiej
szufladzie cztery szaliki: biaty, czarny i dwa zielone. Oblicz prawdopodobieristwo
zdarzenia, ze wybierajgc losowo jedng czapke i jeden szalik, Kasia wybierze czapke
i szalik w jednym kolorze.

4.171. W pudetku znajduja sie rozréznialne kule: 5 kul niebieskich, 4 kule czerwo-
ne i jedna zielona. Losujemy kolejno dwa razy po jednej kuli. Oblicz prawdopodo-
bienistwo zdarzenia, ze wylosowane kule sg roznego koloru, jesli losowanie odby-
wato sie:

a) bez zwracania pierwszej wylosowanej kuli do pudetka

b) ze zwracaniem pierwszej wylosowanej kuli do pudetka.

4.172. W klasie llic jest 21 dziewczat i 11 chtopcéw. Wybieramy kolejno dwie osoby
i tworzymy pare przedstawicieli klasy na szkolng uroczystos¢. Oblicz prawdopodo-
bienstwo zdarzenia, ze w wybranej parze znajduje sie:
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a) jedna dziewczynka i jeden chiopiec
b) co najmniej jedna dziewczynka.

Czy prawdopodobienstwa te ulegna zmianie, gdy wybierzemy od razu dwie osoby
(bez ustalania kolejnosci)? Wykonaj odpowiednie obliczenia.

4.173. W pudetku znajduja sie 4 losy wygrywajace i 6 loséw pustych. Losujemy
kolejno, bez zwracania, dwa razy po jednym losie. Oblicz prawdopodobiernstwo wy-
losowania:

a) dwoch losdéw wygrywajacych

b) co najmniej jednego losu wygrywajgcego.

Czy prawdopodobieristwa te ulegng zmianie, gdy wybierzemy od razu dwa losy (bez
ustalania ich kolejnosci)? Wykonaj odpowiednie obliczenia.

4,174, Student umie odpowiedzieé na 30 sposréd 50 pytan zamieszczonych w ze-
stawie egzaminacyjnym. Losuje kolejno dwa pytania. Jesli odpowie dobrze na przy-
najmniej jedno z nich, to zda egzamin. Oblicz prawdopodobierstwo, ze student zda
egzamin.

4.175. Na loterii znajduje sie 6 loséw wygrywajacych: jeden z wygrang 30 zt, dwa
— po 20 zt i trzy — po 10 zt. Pozostate 4 losy sa puste. Wybieramy losowo dwa losy.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wygramy kwote réwng 30 zi.

4.176. Partie 50 sztuk towaru poddaje sig kontroli w nastepujacy sposob. Losuje
sie dwie sztuki i sprawdza ich jakos¢. Jesli co najmniej jedna z nich jest wadliwa, to
odrzuca sie calg partie. W przeciwnym przypadku partia zostaje przyjgta. Co jest bar-
dziej prawdopodobne: odrzucenie partii zawierajgcej 4% sztuk wadliwych, czy przy-
jecie partii zawierajacej 70% sztuk wadliwych? Wykonaj odpowiednie obliczenia.

4.177. Partie 60 sztuk towaru poddaje sie kontroli przez wylosowanie trzech sztuk
i sprawdzenie ich jakosci. Partie towaru odrzuca sig, jesli co najmniej jedna wyloso-
wana sztuka jest wadliwa. W przeciwnym przypadku partia towaru zostaje przyjeta.
Co jest bardziej prawdopodobne: odrzucenie partii zawierajacej 5% sztuk wadli-
wych, czy przyjecie partii zawierajacej 65% sztuk wadliwych?

4.178. W pudetku znajduja sie rozréznialne kule: 3 kule biate, 4 czarne i 5 nie-
bieskich. Wybieramy losowo trzy kule. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze
wylosowane kule beda:

a) kazda w innym kolorze b) w jednym kolorze.
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4.179. Z talii 24 kart (asy, krole, damy, walety, dziesiatki, dziewiatki) losujemy

5 kart. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) wszystkie wylosowane karty sa tego samego koloru (pik, kier, karo albo trefl)

b) wsrdd wylosowanych kart znajduja sie co najmniej 3 asy

*c) otrzymalismy jedna trojke (figur lub dziesigtek lub dziewiatek) i jedna pare
(figur lub dziesigtek lub dziewiatek)

*d) dwie rézne pary (np. dama, dama, dziesiatka, dziesiatka, krol).

4.180. W klasie Illa jest 0 4 chtopcow wiecej niz dziewczat. Prawdopodobieristwo,
7
ze losowo wybrana osoba z tej klasy jest dziewczynka, jest rowne e Oblicz, ile

0so6b jest w klasie llla.

4.181. W pudetku z maskotkami byty misie i pieski, przy czym misiéw byto trzy razy
wiecej niz pieskodw. Wybieramy kolejno bez zwracania dwa razy po jednej maskotce.
Prawdopodobienstwo wylosowania za pierwszym razem misia i za drugim razem

pieska jest rowne % Oblicz, ile pieskéw i ile misiow byto na poczatku w pudetku.

4.182. Ze zbioru liczb {1, 2, 3, ..., n}, gdzie n € N_, n > 2, losujemy kolejno dwa razy
jedna liczbe ze zwracaniem. Prawdopodobieristwo otrzymania za pierwszym razem

X 7 .
liczby wiekszej niz za drugim razem jest rowne -]3 . Oblicz n.

4.183. Ze zbioru wierzchotkéw pewnego wielokata wypuktego wybieramy losowo
dwa wierzchotki. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wybrane wierzchotki wyzna-
czaja przekatna tego wielokata, jest rowne 0,8. lle wierzchotkéw ma wielokat?

4.184. W kliasie Illb, liczacej mniej niz 30 osdb, jest 15 dziewczat i pewna liczba
chtopcow. Wybieramy dwie osoby z tej klasy. Prawdopodobieristwo zdarzenia, ze
wsréd wybranych oséb jest jedna dziewczynka i jeden chtopiec, jest réwne 0,5. Ilu
chiopcow jest w tej klasie?

4.185. W pudetku jest pewna liczba kul biatych i jedna kula czarna. Losujemy jedna
kule, zatrzymujemy ja, a nastepnie z pozostatych kul losujemy jedna kule. Ile powin-
no byc¢ kul biatych w pudetku, aby prawdopodobieristwo wylosowania dwdch kul

biatych byto rowne %?

4,186. W koszu jest pewna liczba pitek do siatkéwki i mniejsza liczba pitek do ko-
szykéwki—razem 9 pitek. lle jest w koszu pitek do siatkowki, jesli przy jednoczesnym
losowaniu dwoch pitek prawdopodobieristwo wylosowania pitek do tej samej dys-
cypliny sportowej jest takie samo jak prawdopodobienstwo wylosowania do dwach
roznych dyscyplin?
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4.187. W sklepie w kartonie znajduje sig 20 saréwek, w tym pewna liczba zaréwek
wadliwych. Wybieramy losowo dwie zaréwki. lle co najwyzej dobrych zaréwek znaj-
duje sie w tym kartonie, jezeli prawdopodobienstwo wylosowania jednej zarowki
dobrej i jednej wadliwej jest wigksze od 0,17

4.188. W pudetku znajduje sig 8 loséw pustych i pewna liczba losow wygrywaja-
cych. Wybieramy losowo dwa losy. Prawdopodobieristwo wylosowania co najmniej

! ; : ; 17 ] )
jednego losu wygrywajacego jest wigksze od g lle byto loséw wygrywajacych w

pudetku przed losowaniem?

Doséwiadczenia losowe wieloetapowe

4.189. W rzucie niesymetryczna moneta prawdopodobieristwo otrzymania orta
2 3 . . ; ;
jest rowne = a reszki— = Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania dwoch ortow

w trzykrotnym rzucie tg moneta.

4.190. Na szeiciennej, symetrycznej kostce do gry cztery sciany sa pomalowane
na biato, a dwie na czerwono. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia, ze wykonujac
trzy rzuty tg kostka, otrzymamy sciane czerwong:

a) tylko jeden raz b) co najwyzej raz.

4.191. Symetryczna, szescienna kostka do gry ma cyfre 1 na jednej $cianie, cyfre
2 na dwéch écianach i cyfre 3 na trzech $cianach. Wykonujemy dwukrotny rzut tg
kostka i z cyfr, ktére otrzymalismy, tworzymy liczbe dwucyfrowa. Narysuj drzewo dla
tego do$wiadczenia. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) otrzymana liczba dwucyfrowa jest pierwsza

b) cyfra dziesiatek otrzymanej liczby jest wigksza od cyfry jednosci.

4.192. Mamy szescienna kostke, w ktorej na jednej ciance znajduje sig cyfra 1, na
dwdch éciankach znajduje sie cyfra 2, a na trzech pozostatych sciankach — cyfra 3.
Rzucamy trzykrotnie tg kostka i tworzymy liczbe trzycyfrowa z otrzymanych cyfr.
Oblicz prawdopodobieristwo, ze powstata liczba jest utworzona z jednakowych cyfr.

4,193, Michat trenuje koszykéwke. Srednio trafia do kosza z linii rzutéw wolnych 8
razy na 10 rzutéw. Sedzia podyktowat trzy rzuty wolne w wykonaniu Michata. Oblicz
prawdopodobierstwo zdarzenia, ze Michat trafi do kosza co najmniej dwa razy.
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4.194, strzelec trafia do tarczy z prawdopodobieristwem 0,7. Ma 4 naboje. Posta-
nowit strzela¢ do pierwszego trafienia lub do wyczerpania nabojéw. Oblicz prawdo-
podobienstwo zdarzenia, ze strzelec trafi do tarczy.

4.195. Na strzelnicy w wesotym miasteczku mozna wygra¢ wielkiego pluszowego
misia w nastepujacy sposéb. Kupujemy 1 probe polegajaca na rzucie strzatka do kre-
cacej sie tarczy, na ktorej znajduja sie takiej samej wielkosci 4 pola czerwone, 8 pdl
z6ftych i 12 pol czarnych. Jesli strzatka trafi w pole czerwone, to wygrywamy misia;
jesli w pole czarne, to przegrywamy; a jesli w pole z6tte, to powtarzamy rzut, Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze kupujac 1 probe, wygramy misia w co najwyzej
dwoch rzutach.

4.196. Ktos wkiada losowo 12 biletéw do kina (na numerowane od 1 do 12 miej-

sca w jednym rzedzie) do 12 kopert, wsrdd ktérych jest tyle samo kopert czerwo-

nych co niebieskich (koperty tego samego koloru traktujemy jako nierozréznialne).

lle jest mozliwosci:

a) zupetnie dowolnego wtozenia biletéw do kopert

b) takiego wiozenia biletow, aby bilety na miejsca oznaczone numerami parzystymi
znalazty sie w czerwonych kopertach

c) takiego wtozenia biletow, aby na pewno bilety na miejsca 1, 2, 3 i 4 znalazly sie
w niebieskich kopertach?

4.197. Pawet zaczat trenowac strzelanie z fuku. Srednio trafia do tarczy 6 razy na 10
prob. Na koniec treningu chciat jeszcze raz trafi¢ do tarczy, wiec postanowit strzelaé
tyle razy, az trafi. Oblicz, przy ilu co najmniej préobach prawdopodobieristwo zdarze-
nia, ze Pawet trafi do tarczy, jest wieksze od 0,967

4,198, Rzucamy siedem razy symetryczna moneta. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia:

a) co najmniej raz wypadta reszka

b) reszka wypadta co najwyzej jeden raz.

4.199. Rzucamy czterokrotnie osmioscienng kostka do gry z liczbami odpowiednio
1,2, 3,4,5,6, 7, 8 na poszczegdlnych scianach. Oblicz prawdopodobieristwo zda-
rzenia:

a co najmniej raz wypadta liczba podzielna przez 3

b) liczba pierwsza wypadta doktadnie dwa razy.

4.200. Rzucamy pieciokrotnie czworoscienng, symetryczna kostka z liczbami od-
powiednio 1, 2, 3, 4 na poszczegblnych scianach. Oblicz prawdopodobiefstwo zda-
rzenia:

a) liczba parzysta wypadta co najwyzej raz

b) liczba 1 wypadta trzy razy.
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Prawdopodobienstwo warunkowe

4.201. Oblicz P(A|B), jesli wiadomo, ze:

2) PAUB)= 2, PlB) =2, PlA) = ¢

8 g nlmreste sl
b) P(B)= 2, PIA' " B) = 3
3 A TS s
&) PIER) == Pal== P MB) =2

1 2 3
d) PIANB)==,PANB)==,PAUB)= =
) P( ) : ( ) = ( ) 3

4.202. Wykaz, ze jesli A, B Q, P(A)=0,8i P(B) = 0,6, to P(AB) 2

wimN

4.203. Strzelec A trafia w cel z prawdopodobienstwem 0,7, strzelec B — z praw-
dopodobieristwem 0,6, a strzelec C -z prawdopodobieristwem 0,5. Strzelcy A, B,
C oddali po jednym strzale do celu. Okazato sig, ze dwa pociski trafity w cel. Co jest
bardziej prawdopodobne:

— strzelec C trafit w cel, czy tez

— strzelec C nie trafit w cel?

4.204. Rzucamy raz dwiema symetrycznymi, szesciennymi kostkami do gry. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze suma oczek jest liczbg parzysta, jesli wiadomo, ze na kost-
kach wypada rézna liczba oczek.

4.205. Rzucamy raz dwiema symetrycznymi, szesciennymi kostkami do gry. Oblicz
prawdopodobierstwo, ze suma oczek jest wigksza od 8, jesli wiadomo, ze przynaj-
mniej na jednej kostce wypadto piec oczek.

4.206. Rzucamy trzy razy czworoscienng, symetryczng kostkg do gry. Na $ciankach
tej kostki wypisane sa liczby od 1 do 4. Oblicz prawdopodobienstwo, ze suma wyrzu-
conych liczb bedzie rowna 7, jesli na jednej kostce wypadta 1.

4.207. Ze zbioru {1, 2, 3, ..., 9} losujemy kolejno, bez zwracania dwie liczby. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze druga z wylosowanych liczb bedzie nieparzysta, jesli wia-
domo, ze pierwsza z wylosowanych liczb jest:

a) nieparzysta b) parzysta.




4. Kombinatorvka i rachunek prawdopodobieristiva

4.208. Ze zbioru {1, 2, 3, ..., 9} losujemy kolejno, bez zwracania dwie liczby. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze suma wylosowanych liczb bedzie podzielna przez 3, jesli
wiadomo, ze pierwsza z wylosowanych liczb jest:

a) liczbg pierwsza

b) liczba podzielna przez 3.

4.209. Rzucamy trzy razy szeécienng, symetryczna kostka do gry. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze wypadnie co najmniej raz piec oczek, jesli wiadomo, ze za kazdym
razem wypadta inna liczba oczek?

4.210. Z talii 52 kart losujemy jednoczesnie dwie karty. Oblicz prawdopodobien-
stwo, ze obie bedg asami, jesli wiadomo, ze zadna z nich nie jest dama.

4,211, Z talii 52 kart losujemy jednoczes$nie cztery karty. Oblicz prawdopodobien-
stwo, ze wérdd nich sa dwa kréle, jesli wiadomo, ze jest wsrdd nich co najmniej
jeden as.

4.212. Na trasie samochodu znajduja sie trzy skrzyzowania z sygnalizacjg Swietlna.
Na pierwszym skrzyzowaniu samochad trafia na zielone swiatto z prawdopodobien-
stwem 0,4. Jesli samochdd trafi na skrzyzowaniu na Swiatto zielone, to prawdopo-
dobieristwo, ze na nastepnym skrzyzowaniu bedzie miat tez swiatto zielone, wzrasta
0 0,15 w stosunku do analogicznego prawdopodobienstwa na poprzednim skrzy-
zowaniu. Jesli samochad trafi na $wiatto czerwone, to prawdopodobienstwo, ze na
nastepnym skrzyzowaniu trafi na Swiatto zielone, jest rowne 0,4. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze samochéd:

a) przejedzie przez trzy skrzyzowania bez zatrzymywania

b) zatrzyma sie po raz pierwszy na trzecim skrzyzowaniu

¢) zatrzyma sie tylko raz na drugim skrzyzowaniu?

4.213. Do restauracji dostarczono z hurtowni pudio zawierajace 30 paczek herbaty
w trzech rodzajach, pochodzace z dwdch krajow. Liczbe paczek herbaty kazdego
typu przedstawia tabela ponizej.

~——__ pochodzenie

: rodzaj herbaty H'""'------.%_R__%_’_ Cejlon Chiny

| czarna _ ‘ 12 ‘ 3
owocowa T 4 ‘ 3
zielona 1 | >

Z pudta wyjeto losowo jedna paczke herbaty. Oblicz prawdopodobieristwo zda-

rzenia:

a) wyjeto paczke herbaty owocowej, jesli wiadomo, ze paczka ta zostata wyprodu-
kowana na Cejlonie
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b) wyjeto paczke herbaty wyprodukowanej w Chinach, jesli wiadomo, ze wyjeto
paczke herbaty czarnej
¢) wyjeto paczke herbaty zielonej.

Twierdzenie o prawdopodobienstwie
catkowitym

4.214. Wéréd wyrobow pierwszej i drugiej firmy wyroby wadliwe stanowia odpo-
wiednio 4% i 2%. Pierwsza z tych firm dostarcza do hurtowni trzy razy wiecej towaru
niz druga. Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo zakupiona w tej hurtowni jedna
sztuka towaru okaze sie dobra.

4.215. Do pewnego magazynu pudetka dostarczaja dwie fabryki, przy czym 70%
dostaw pochodzi z pierwszej fabryki, a pozostate — z drugiej. Wérod pudetek do-
starczonych przez pierwsza fabryke pudetka wadliwe stanowia 1% kazdej dostawy,
a wérod pudetek dostarczonych przez drugg fabryke 3% kazdej dostawy. Oblicz praw-
dopodobieristwo, ze losowo wybrane pudetko z tego magazynu bedzie wadliwe.

4.216. Fabryka wyprodukowata ten sam model samochodu w trzech kolorach:
biatym, czerwonym i niebieskim. stosunek liczby wyprodukowanych samochodow
odpowiednio w tych kolorach byt réwny 20 : 25 : 15. Prawdopodobienstwo, ze sa-
mochaéd bedzie miat usterki powfoki lakierniczej jest rowne: dla samochodu biatego
0,01, dla samochodu czerwonego 0,03 i dla samochodu niebieskiego 0,02. Sposrod
wyprodukowanych samochodéw wybrano losowo jeden. Oblicz prawdopodobien-
stwo, ze ten samochéd bedzie miat usterki powtloki lakierniczej.

4.,217. Sklep sprzedaje zaréwki wyprodukowane w firmach O i P, przy czym w kaz-
dej z tych firm zaréwki wadliwe stanowig odpowiednio 1% i 4% produkcji. Wyznacz
stosunek liczby zarowek wyprodukowanych przez firmg O do liczby zarowek wy-
produkowanych przez firme P, sprzedawanych w tym sklepie tak, aby prawdopo-
dobienstwo kupienia zaréwki wadliwej (przy losowym jej zakupie) byto nie wigksze
niz 0,02.

4.,218. W pierwszej urnie 53 4 biafe kule i 2 czarne, a w drugiej 2 biate i 8 czarnych.
Rzucamy szeécienng, symetryczng kostka do gry. Jesli wypadnie jedno oczko, to lo-
sujemy jedna kule z pierwszej urny, w przeciwnym wypadku — jedna kulg z drugiej
urny. Oblicz prawdopodobierstwo wylosowania kuli biatej.
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4.219. Do urny zawierajacej 4 kule wrzucono jedng kule biata, a nastepnie z tej
urny wylosowano jedng kule. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wylosowano kule
biata, jesli wszystkie przypuszczenia o poczatkowym sktadzie kul (wedtug koloréw)
sq jednakowo prawdopodobne.

4.220. W pierwszej urnie jest 6 kul: 2 biate, 2 czerwone, 1 zielona i 1 niebieska,
aw drugiej urnie jest 8 kul: 3 biate i 5 czarnych. Wybieramy losowo jedna kule
z pierwszej urny i nie ogladajac jej, wktadamy do urny drugiej. Nastepnie z drugiej
urny losujemy jedna kule. Oblicz prawdopodobienstwo, ze bedzie to kula biata.

4.221. Z urny zawierajacej 6 kul biatych i 4 czarne losujemy jedna kule i, nie oglada-
jac jej, wktadamy do drugiej urny, w ktorej poczatkowo byto 7 kul czarnych i 4 biate.
Nastepnie z drugiej urny losujemy jednoczeénie dwie kule. Oblicz prawdopodobier-
stwo, ze beda one réznego koloru,

4.222. W kaidym z trzech pojemnikéw znajduje si¢ po 10 opakowan pewnego

produktu, przy czym w pierwszym pojemniku jest jedno opakowanie uszkodzone,

w drugim s3 dwa takie opakowania, a w trzecim — trzy. Mamy wylosowa¢ dwa opa-

kowania. Mozemy to zrobié na dwa sposoby:

1) wszystkie opakowania zsypujemy do jednego pudetka i z niego losujemy jedno-
czesnie dwa opakowania;

2) najpierw losujemy pudetko, a nastepnie losujemy dwa opakowania z tego pudet-
ka.

Przy ktorym sposobie losowania prawdopodobieristwo wylosowania dwdch opako-

wan uszkodzonych jest wieksze?

4.223. Dane s dwa zbiory A ={1, 2, 3, ..., 2015, 2016}iB={1,2,3,.., 503, 504},
Rzucamy szescienng, symetryczna kostka do gry. Jesli wypadna mniej niz trzy oczka,
losujemy liczbe c ze zbioru A, w przeciwnym wypadku losujemy liczbe ¢ ze zbioru B,
Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia, e liczba ¢2 + 1 bedzie podzielna przez 10.

4.224. Zestaw tematéw egzaminacyjnych sktada sie z 25 tematéw z analizy, 35
tematow z geometrii i n tematdw z rachunku prawdopodobienstwa. Z zestawu usu-
nigto losowo jeden temat, a nastepnie z pozostatych wybrano w sposdb losowy
jeden temat. Oblicz n, jesli wiadomo, ze prawdopodobieristwo wylosowania tematu

’ Fs
z rachunku prawdopodobienstwa jest réwne S

4.225. Test wykrywajacy pewna chorobe jest efektywny w 99% dla oséb chorych
(tzn. jesli badany jest chory, test w 99% potwierdza chorobe) i w 98% dla 0séb zdro-
wych (tzn. jesli badany jest zdrowy, test w 98% wyklucza chorobe). W pewnym re-
gionie Srednio 150 na 10 000 0séb cierpi na te chorobe.
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a) Oblicz prawdopodobienstwo, ze test wykonany na losowo wybranej osobie
z tego regionu wykaze u niej chorobg.

b) U losowo badanej osoby z tego regionu test wykazat chorobe. Oblicz prawdopo-
dobienstwo, ze w rzeczywistosci ta osoba cierpi na tg chorobe.

4.226. W pewnej firmie dwie maszyny produkujg takie same detale uzywane do
produkcji komputeréw. Liczby wszystkich wyprodukowanych detali przez te maszy-
ny maja sie do siebie jak 3 : 5. Pierwsza z maszyn produkuje 0,1% detali wadliwych,
a druga 0,06%. Z pojemnika, w ktérym byly wszystkie detale wyprodukowane przez
obie maszyny, wybrano jeden, ktéry okazat sig wadliwy. Oblicz prawdopodobien-
stwo, ze zostat on wyprodukowany przez pierwszg maszyng.

4.227. Dwa zakiady, nalezace do tej samej firmy, dostarczajg do sklepu 7arowki
energooszczedne. Pierwszy zakiad dostarcza cztery razy wiecej zarowek niz dru-
gi. W pierwszym z tych zakfadow srednio 4 7aréwki na 1000 wyprodukowanych,
a w drugim 8 na 1000 ma wady (tzn. psujq sig w okresie gwarancji). Klient kupit Za-
réwke, na ktérej byt tylko znak firmy, a nie zaktadu, ktéry ja wyprodukowat. Zaréwka
ta w okresie gwarancji zepsuta si¢. Oblicz prawdopodobieristwo, ze zostata wypro-
dukowana w pierwszej fabryce.

Niezaleznosé zdarzen

7
4.228. Wiadomo, ze zdarzenia A i B 53 niezalezne oraz P(A U B) = = P(B') = 1

Oblicz P(A). 2

2 2
4.229. Wiadomo, ze zdarzenia A i B sa niezalezne oraz P(A" U B') = - P(B) = =
Oblicz P(A).

4.230. Zdarzenia A, B, C s niezalezne. Oblicz P(C), wiedzac dodatkowo, ze
1
PANBNC)= = i P(A)=2P(B)=4P(C).

4.231. Dane sa trzy zdarzenia A, B, C parami niezalezne i takie, dla ktorych

P(A N B C) =0 oraz 2P(A) = 3P(B) = 3P(C). Oblicz:

a) najwiekszg wartos¢ jaka moze przyjmowac prawdopodobiernstwo sumy zdarzen
A BiG

b) prawdopodobienstwo zdarzenia A, dla ktérego prawdopodobieristwo sumy zda-
rzer A, B i C przyjmuje najwigksza wartosc.
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4.232. Wykaz, ze jesli P(B|A) = P(B|A"), gdzie P(A) > 0i P(A’) > 0, to zdarzenia Ai B
sg niezaleine.

4.233. Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do gry. Okreslamy zdarzenia: A -
na pierwszej kostce wypadta parzysta liczba oczek, B — na drugiej kostce wypadty
trzy oczka. Czy zdarzenia A i B sg niezalezne?

4.234. Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do gry. Okreslamy zdarzenia: A —
w obu rzutach wypadta parzysta liczba oczek, B — w drugim rzucie wypadty dwa lub
trzy oczka. Czy zdarzenia A i B sg niezalezne?

4.235, Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do gry. Okreslamy zdarzenia: A -
iloczyn liczby oczek na obu kostkach jest wigkszy od 20, B — na obu kostkach wypa-
dfa parzysta liczba oczek. Czy zdarzenia A i B sg niezaleine?

4,236. Z talii 52 kart losujemy jedng karte. Okredlamy zdarzenia:

a) A-wylosowana karta jest figura (tzn. asem, krélem, dama lub waletem)
B — wylosowana karta jest koloru czerwonego;

b) A—wylosowana karte jest starsza od pigtki
B - wylosowana karta jest damg lub karta mfodsza od siédemdki.

Czy zdarzenia A i B sg niezalezne?

4.237. Sciany pewnego czworoscianu foremnego pomalowano w nastepujacy spo-
sob: jedng na niebiesko, druga na zétto, trzecig na czerwono, a czwartg w pasy,
w trzech wymienionych wczesniej kolorach. Rzucamy czworoscianem i patrzymy na
scianke, na ktorg upadi. Oznaczamy zdarzenia:

A — na dciance, na ktora upadt czworoscian byt kolor niebieski

B —na $ciance, na ktorg upadt czworoscian byt kolor 26tty

C - na sciance, na ktdrg upadt czworoscian byt kolor czerwony.

Zbadaj niezaleznos¢ par zdarzen Ai B, Bi C, Ai C. Czy zdarzenia A, B, C sg niezalezne?

4.238. Wykonano dwa rzuty czworoscianem foremnym opisanym w zadaniu 4.237.
Oznaczamy zdarzenia:

A —w pierwszym rzucie czworoscian upadt na $cianke, na ktorej byt kolor niebieski
B —w obu rzutach czworoscian upadt na $cianki, na ktérych byt tylko kolor niebieski
lub tylko z6ity.

Czy zdarzenia A i B 53 niezalezne?

4.239. Hurtownia otrzymuje dostawy towaru niezaleznie z trzech zaktadow 2, Z,,
Z, z prawdopodobiernistwem odpowiednio réwnym 0,6, 0,3 i 0,1. Oblicz prawdopo-
dobienstwo, ze:

a) hurtownia otrzymata dostawe tylko z jednego zakfadu

b) hurtownia otrzymata dostawe z co najmniej jednego zakfadu.
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4.240. Obwad elektryczny sktada sie z trzech elementéw pracujgcych niezaleznie.
Prawdopodobieristwa awarii elementéw tego obwodu sa odpowiednio réwne 0,1,
0,21 0,3. Oblicz prawdopodobienstwo, ze nastapi awaria obwodu, jesli:

a) elementy potaczone sg szeregowo

b) elementy potgczone sg rownolegle.

4.241. W pierwszej urnie jest 6 kul biatych i 4 czarne, w drugiej urnie sa 2 kule biate
i 8 czarnych, w trzeciej urnie — 5 kul biatych i 5 kul czarnych. Losujemy z kazdej urny
po jednej kuli. Oblicz prawdopodobieristwo, ze wylosujemy:
a) trzy kule biate b) dwie kule biate.

*4.242. Strzelec oddaje n niezaleznych strzatéw do celu, przy czym prawdopodo-
1

biefstwo nietrafienia w cel w k-tym strzale jest rowne W, gdziek=1,2,..,n
+

Wykaz, ze prawdopodobieristwo trafienia we wszystkich n strzatach jest réwne
n+2
2n+1)

Test sprawdzajacy do rozdzialu 4.

1. lle jest réznych liczb dwucyfrowych podzielnych przez 5?
A. 20 B. 18 C.16 D. 14

2. Pewna firma cateringowa ma w ofercie danego dnia 3 rézne zupy, 2 drugie dania
i 2 desery. Na ile sposobéw mozna wybrac jeden zestaw obiadowy, skiadajacy sie
z zupy, drugiego dania i deseru?

A.na 7 sposoboéw  B.na 8 sposobéw  C.na 10 sposobéw D. na 12 sposobow

3. lle jest réznych rozmieszczen 3 réznych kul w dwéch réznych szufladach?
A.9 B.8 [l <] D.5

4. 7 miasta A do miasta B prowadza 3 rézne drogi. Na ile sposobéw mozna pokonac
samochodem trase A-B—A, aby nie jechac z B do A t3 samg drogg, co z A do B?
A. na 3 sposoby B. na 4 sposoby C. na 5 sposobow  D. na 6 sposobow

5. lle jest réznych liczb trzycyfrowych o niepowtarzajacych sig cyfrach?
A.10-9-8 B.9:-8-7 C.9-9-8 D.8-8-7
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6. Na ile sposobow mozna 4 dziewczynki i 4 chtopcow. ustawic jednoczesnie w pary
dziewczynka—chtopiec?
A4 B.8 C.16 D. 24

7. Na przyjeciu spotkato sie 6 osob, przy czym kazda przywitata sie z kazda inna
osoba. Liczba wszystkich powitan byta rowna:
A9 B.12 C.15 D. 18.

8. lle jest réznych liczb trzycyfrowych, w zapisie ktérych wystepuje jedna cyfra 1
i jedna cyfra 0?
A.8 B. 16 C.24 D. 32

9. lle réinych czterolitrowych kodéw mozna utworzyc, przestawiajac litery stowa
I N KA —tak, zeby samogtoski nie staty obok siebie?
A.6 B.8 G 12 D. 16

10. Ile punktow o wspdtrzednych catkowitych nalezy do prostokata ABCD znajduja-
cego sie w uktadzie wspotrzednych, gdzie A(-1, -2), B(5, -2), €(5,1), D(-1, 1)?
A. 28 B.24 €21 D. 18

11. lle liczb naturalnych dodatnich spetnia nierownos¢ n - (n—1) < 30?
A 4 B.5 C.6 D.7

12, Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie symetryczng, szescienng
kostkg do gry. Niech A oznacza zdarzenie: ,wypadta liczha oczek mniejsza niz 4”, zas
B — zdarzenie: ,wypadia liczba oczek nie wieksza niz 4”. Wowczas:

AL A=8B B. AuB=Q CANB=Q D. AnB=A.

13. Ze zbioru X = {4, 5, 6, 7, 8} wybieramy losowo kolejno 2 razy jedna cyfre bez
zwracania, a nastepnie z powstatych cyfr tworzymy liczbe dwucyfrowa. Liczba
zdarzen elementarnych tego doswiadczenia losowego sprzyjajacych zdarzeniu A —
,utworzona liczba jest parzysta i jednoczesnie wieksza od 60” — jest rowna:

A6 B.7 C.8 D. 9.

14. Ze zbioru {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} wybieramy losowo jedng liczbe. Niech A
oznacza zdarzenie: ,wylosowana liczba jest pierwsza”. Wowczas:

A A'=12,3,5:7) B. A'={0,2,4,6, 8,9}

C. A’={0,1,4,6, 8,9} D. A'={0,4,6,8,9}.

15. Rzucamy dwa razy symetryczna, szescienna kostka do gry. lle zdarzen elemen-
tarnych sprzyja zdarzeniu A — w pierwszym rzucie otrzymalismy liczbe oczek mniej-
szg niz w drugim rzucie?

A. 12 B. 15 C.18 D.21
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16. W pewnej firmie przeprowadzono ankiete . angielski

wsérdéd pracownikow z zapytaniem o ich znajo-

mos¢ jezykéw obcych. Diagram obok przedsta-
wia wyniki tej ankiety. Prawdopodobienstwo,
7e losowo wybrana osoba z grupy badanych
zna co najmniej dwa jezyki obce, jest rowne: At amall

j. niemiecki
A. E B. E ) E D. 1

15 25 25 2

17. Do sklepu dostarczono w kartonie mieszanke wedlowska, w ktérej byty zmie-
szane trzy rodzaje cukierkow: ,Bajeczne”, ,Pierroty” i ,Nyguski” w stosunku wago-
wym odpowiednio 3 : 2 : 3. Zaktadamy, ze wszystkie cukierki maja taka sama wage.
Wybieramy losowo jeden cukierek z tego kartonu, Prawdopodobienstwo zdarzenia,
7e wybrany cukierek nie jest ,Bajeczny”, jest rowne:
3

5
A.0,6 Bi— Ci= D.0,25.
8 8

j- rosyjski

18. W siedmiokacie prowadzimy wszystkie proste taczace dwa dowolne wierzchotki
tego wielokata, nastepnie wybieramy losowo jedng z tych prostych. Prawdopodo-
bieristwo, ze wylosowana prosta zawiera przekatna siedmiokata, jest rowne:

2 3 4 5

A — B. — o B
3 4 5 7

19. Ze zbioru liczb {0, 1, 2, 3, 4, ..., 14, 15} losujemy jedng liczbe. Prawdopodobien-
stwo wylosowania liczby podzielnej przez 3 lub przez 5 jest rowne:
A g 2 ¢! pe
15 15 2 16

20. W pewnej klasie chtopcow jest o 50% wiecej, niz dziewczat. Wybieramy loso-
wo jedna osobe z tej klasy. Prawdopodobierstwo, ze wybrang osobg jest chiopiec,
wynosi:

A.0,5 B.0,6 G

W | m2

D.0,75.

Zadania powtérzeniowe do rozdzialu 4.

4.243. W pewnej grupie os6b wszyscy czytaja klasyke, z czego 14 osob uwielbia
liryke, a 20 0séb chetnie czyta proze. Oblicz, ile oséb liczy ta grupa, jezeli 9 sposrod
nich czyta zarowno liryke, jak i proze?
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4.244. \le liczb jest w zbiorze {1, 2, 3, ..., 2015}, ktére sa:
a) podzielne przez 5 lub przez 7

b) podzielne przez 3 lub przez 5 lub przez 7

¢) podzielne przez 4 lub przez 10 lub przez 7.

4.245, Dane s zdarzenia A, B < Q. Wiadomo, ze P(A n B') = P(B M A'),
P(AU B)=0,75i P(A n B)=0,25. Oblicz P(B), P(A — B).

; sl b : 1
4.246. Dane sa zdarzenia A, B < Q. Wykaz, ze jedli P(A) = 7 i P(B) = >

1 7 3
to-<PAUB)<— orazP(ANB)<—.
3 12 4

4.247. Kostka szescienna do gry zostata wykonana z jednorodnego materiatu, ale
na niektorych sciankach liczby oczek s takie same. Wiadomo, ze w jednokrotnym
rzucie tq kostka prawdopodobieristwo otrzymania liczby oczek nie wiekszej niz 3

wynosi E, a prawdopodobieristwo otrzymania liczby oczek nie mniejszej niz 3 jest

. 1
rowne —.
2

a) Nailu $ciankach tej kostki sg trzy oczka?
b) Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania w jednokrotnym rzucie tg kostka liczby
oczek wiekszej niz 3.

4.248. W klasach trzecich szkoty podstawowej zorganizowano kofo taneczne, na
ktore uczeszczajg dzieci wedtug tabeli zamieszczonej ponizej.

Klasa - Ma | b llic
Dziewczeta Tl R = P
Chtopey B0 00 T8 bt ot ot 1|

Na ile sposobow mozna utworzy¢ pare dziewczynka — chiopiec, jesli dzieci w tej
parze

a) maja chodzi¢ do tej samej klasy

b) maja chodzi¢ do klasy Illa lub do klasy llIb?

4.249. Mamy dwie urny: w pierwszej jest 8 kul — 5 biatych i 3 czerwone, w drugiej

tez jest 8 kul — 3 biate i 5 czerwonych. Z kazdej urny losujemy po jednej kuli.

a) Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania kul w réznych kolorach.

b) Jak zmienitoby sie prawdopodobieristwo wylosowania dwéch kul w réznych ko-
lorach w przypadku losowania kul (bez zwracania) z jednej urny, w ktérej jest
8 kul biatych i 8 kul czerwonych? Odpowied? uzasadnij.
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4.250. Rzucamy dwa razy symetryczng, szescienng kostka do gry. Nastepnie od nie
mniejszej liczby wyrzuconych oczek na jednej kostce odejmujemy liczbe oczek wy-
rzuconych na drugiej kostce. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze otrzymana
roznica jest:

a) liczba podzielng przez 3

b) dzielnikiem liczby 6.

4.251. Rzucamy dwa razy symetryczng, szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopo-
dobienstwo zdarzenia, ze:

a) w pierwszym rzucie uzyskalismy liczbe oczek wieksza niz w drugim rzucie

b) co najwyzej raz wypadia ,sz0stka”

¢) liczba parzysta oczek nie wypadta w zadnym rzucie

d) co najmniej w jednym rzucie wypadia liczba oczek nie mniejsza niz 5.

4.252. Rzucamy trzema symetrycznymi szesciennymi kostkami do gry. Oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzenia, ze suma liczb oczek otrzymanych na poszczegélnych
kostkach jest podzielna przez 3.

4.253. lle jest roznych liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie:
a) wystepuje jedna cyfra 0, jedna cyfra 1idwie cyfry 2
b) nie wystepuje zadna z cyfr: 1, 2, 3, 4?

4.254. |le jest roznych liczb czterocyfrowych, w ktérych zapisie
a) wystepujg dwie semki i dwie liczby nieparzyste
b) wystepuja 2 cyfry parzyste oraz 2 cyfry nieparzyste?

4.255. lle jest liczb dziesigciocyfrowych, w ktorych suma cyfr jest rowna 57

4.256. Tworzymy liczbe dwucyfrowa w nastepujacy sposob: ze zbioru cyfr {1, 2, 3,
4,5, 6, 7} losujemy cyfre dziesigtek, 2aé ze zbioru {0, 1, 2, 3} losujemy cyfre jednosci.
Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia, ze utworzona liczba jest:

a) mniejsza od 53

b) podzielna przez 4 lub przez 3.

4.257. Ze zbioru {1, 2, 3, ..., 2n}, gdzie n € N,, losujemy dwa razy jedna cyfre bez
awracania i tworzymy liczbe dwucyfrowa. Oblicz n, jesli prawdopodobienstwo zda-

rzenia: ,obie cyfry otrzymanej liczby sa parzyste” jest rowne 25—1

4.258. Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4, ..., 9, 10} losujemy kolejno bez zwracania dwie
liczby i od pierwszej wylosowanej liczby odejmujemy druga. Oblicz prawdopodo-
bieristwo otrzymania réznicy wiekszej od 2.
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4.259. Ze zbioru {1, 2,3, .., n- 1,n,neN,n22, losujemy kolejno dwie licz-
by bez zwracania. Prawdopodobieristwo zdarzenia, ze wylosowane liczby réznig sie
01, jest rowne 0,1. Oblicz n.

4.260. Loteria sktada sie z 40 los6w: pigciu loséw umozliwiajacych wygranie po
20 zt, dziesieciu loséw umozliwiajgcych wygranie po 10 zt i dwudziestu pieciu losow
pustych. Kupujemy dwa losy. Ile mamy mozliwosci wygrania 20 z4?

4.261. Uczestnikéw turnieju szachowego podzielono na dwie roztaczne podgrupy
A i B. Stosunek liczby graczy w grupie A do liczby graczy w grupie B wynosit 3 : 4,
W grupie A kazdy rozegrat z kazdym jedna partig, a w grupie B kazdy z kazdym ro-
zegrat trzy partie. tacznie w obu grupach rozegrano 21 partii. llu bylo uczestnikéw
turnieju?

4.262. lle réinych wyrazéw (majgcych sens lub nie) mozna utozy¢, przestawiajac
litery wyrazu MATEMATYKA?

4.263. Sposréd wszystkich wierzchotkdw szesciokata foremnego o boku dtugoéci 1
losujemy dwa wierzchotki. Oblicz prawdopodobieristwo, ze sg one koricami odcinka

majacego diugosé v/3.

4.264. Sposrod wszystkich wierzchotkéw szesciany losujemy trzy wierzchotki.
Oblicz prawdopodobiernstwo wylosowania punktéw bedacych wierzchotkami troj-
kata rownobocznego.

4.265. 7 talii 52 kart wybieramy w sposdb losowy 3 karty. Oblicz prawdopodobien-
stwo zdarzenia:

a) wylosowano jedng dame i jednego krola

b) wylosowano co najmniej jednego asa

¢) wylosowano karty w tym samym kolorze (pik, kier, karo lub trefl)

d) co najwyzej jedna z wylosowanych kart jest pikiem.

4.266. Na loterii znajduja sig 2 losy z wygrang 100 zt, 3 losy z wygrang 50 zt oraz 25
loséw pustych. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia, ze kupujac trzy losy wygra-
my co najmniej 100 zt.

4.267. W pewnej klasie 40% wszystkich uczniow stanowig dziewczynki, Wybiera-
my losowo kolejno dwie osoby z tej klasy. llu jest wszystkich uczniéw w klasie, jesli
prawdopodobieristwo wylosowania najpierw dziewczynki, a potem chfopca jest

; 36
rowne —?
145

147




148 Matematyka. Zbicér zadari. Klasa 3.

4.268. W worku znajduja sie piteczki pingpongowe: 4 biate, 5 pomararnczowych
i jedna zielona. Sta$ wyjmuje losowo jedna piteczke i — nie zwracajqc jej — losuje
jeszcze jedng piteczke. Oblicz prawdopodobierstwo zdarzenia:

a) wylosowane piteczki sa réznych kolorow

b) druga wylosowana piteczka jest pomararniczowa.

4.269. Pewien roztargniony napisat 10 listéw, zaadresowat 10 kopert, a potem wio-

syt listy do kopert i wystat. lle jest mozliwosci:

a) zupetnie losowego wiozenia przez niego listow do kopert

b) takiego wtozenia listow, aby co najmniej pierwsze dwa, ktére wiozyt do kopert,
dotarty do wtasciwego adresata?

4.270. W kiasie jest 20 uczniéw. Na ile sposobdw ci uczniowie moga zaja¢ miejsca
w 10 tawkach dwuosobowych?

4.271. W sali stoi pietnascie ponumerowanych tawek. Na ile sposobow mozna po-
sadzi¢ 15 dziewczat i 15 chtopcow tak, aby:

a) w kazdej tawce po lewej stronie chtopca siedziata dziewczyna

b) w kazdej tawce siedziata dziewczyna i siedziat chtopak?

4.272. Mamy 5 ksiazek, wsrod ktorych sa ksigzki A i B. Ustawiamy je losowo na

pustej pétce w jednym szeregu. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) ksigzki A i B beda staly obok siebie na koricu tego rzedu (po lewej lub prawej
stronie w dowolnej kolejnosci)

b) pomiedzy ksigzkami A i B bedzie stata jedna ksigzka.

4.273. Przy okraglym stole posadzono losowo 4 osoby, wsrod nich sa osoby A i B.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze:

a) osoby A i B siedzg obok siebie

b) osoby A i B siedzg naprzeciwko siebie.

4.274. Mamy 9 réznokolorowych szuflad i 5 ponumerowanych kul, ktére losowo
umieszczamy w szufladach. lle jest mozliwych rozmieszczen tych kul, jesli:

a) kazda kula moze znalei¢ sig¢ w dowolnej szufladzie

b) wszystkie kule maja sig znalez¢ w dwoch szufladach?

4.275. Do windy na parterze osmiopietrowego wiezowca wsiadto 4 pasazerow.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze pasazerowie wysiada z windy

a) kazdy na innym pigtrze

b) na dwoch réznych pietrach.
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4.276. Szesciu pasazerdw wsiada do pustego tramwaju ztozonego z trzech wago-
now, przy czym kazdy z nich wybiera wagon losowo. Oblicz prawdopodobieristwo
zdarzenia, ze przynajmniej jeden wagon zostanie pusty.

4.277. Rzucamy n razy symetryczng moneta, n > 1. Prawdopodobieristwo zdarze-

A i f1y L ; 31 ;
nia, ze otrzymamy co najmniej jednego orta, jest réwne = Oblicz n.

4.278. Rzucamy trzy razy czworoscienna, symetryczna kostka do gry. Na éciankach
tej kostki wypisane sa liczby od 1 do 4. Oblicz prawdopodobienstwo, 7e iloczyn wy-
rzuconych liczb bedzie szescianem liczby naturalnej, jesli wiadomo, ze co najmniej
raz wypadta liczba 4,

4.279. W urnie s3 trzy czarne kule i jedna biafa. Losujemy jedna kule. Jeéli wylo-
sujemy kule czarng — wktadamy jg z powrotem do urny. Jesli wylosujemy kule biatg
— wkiadamy ja z powrotem do urny i doktadamy jeszcze jedna kule biata. Oblicz
prawdopodobienistwo zdarzenia, ze wykonujac trzy takie losowania, otrzymamy:

a) trzy razy kule biafa

b) trzy razu kule czarna

c) dwa razy kule biatg i raz kule czarna.

4.280. Kamil bawi sie z kolega w nastepujaca gre. Kazdy z chiopcéw rzuca kolejno
dwoma kétkami ringo do celu. Jedli w pierwszej probie dwa kétka trafity do celu, to
kolejka jest zakoriczona. W przeciwnym przypadku dany chtopak ma drugg probe.
Zbiera te kétka, ktére nie trafity do celu, i powtarza nimi rzuty. Potem otrzymuje tyle
punktow, ile kétek trafito w catej kolejce do celu, Wiedzac, ze Kamil jednym kétkiem

; 2 - - .
trafia do celu z prawdopodobienstwem 3 oblicz prawdopodobiedstwo zdarzenia,

ze w jednej kolejce Kamil uzyska 2 punkty.

4.281. Z grupy ztozonej z 8 dziewczat i 10 chiopcow losujemy trzy osoby, a na-
stepnie z tych trzech oséb losujemy jedna, ktéra bedzie reprezentantem tej gru-
Py wradzie szkoty. Oblicz prawdopodobieristwo, ze grupe bedzie reprezentowac
dziewczyna.

1 3
*4.282. Wiadomo, ze zdarzenia A i B s3 niezaleine, P(A - B) = = iP(B—A)= 5 Wy-

kaz, ze P(A L B) :g lub P(A U B) = g

149
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4.283. W kazdej z trzech urn znajduje sig 10 kul: w pierwszej 2 biate i 8 czarnych,
w drugiej — 3 biate i 7 czarnych, w trzeciej — 4 biate i 6 czarnych. Z kazdej urny losu-
jemy po jednej kuli i nie ogladajac jej, wktadamy do czwartej urny. Nastgpnie z tej
urny losujemy jedna kule. Oblicz prawdopodobienstwo, ze bedzie to kula biata.

4.284. Dwéch strzelcéw oddato po jednym strzale do tego samego celu. Oblicz
prawdopodobieristwo, ze pierwszy z nich trafit, jesli wiadomo, ze cel zostat trafiony
tylko jeden raz. Zaktadamy, ze prawdopodobienstwo trafienia w cel jest rowne dla
pierwszego strzelca 0,85, a dla drugiego 0,95.
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e Elementy statystyki opisowej

Podstawowe pojecia statystyki.
Sposoby prezentowania danych zebranych
w wyniku obserwacji statystycznej

5.1. Odpowiedz na nastepujace pytania:

a) Czym zajmuje sig statystyka opisowa?

b) W jaki sposob przeprowadza sie obserwacje statystyczng?

c) Co nazywamy probg?

d) Jakie cechy statystyczne nazywamy cechami mierzalnymi, a jakie niemierzalnymi?
Podaj przyktady cech mierzalnych oraz cech niemierzalnych.

5.2. Komendant policji przeanalizowat wypadki drogowe spowodowane przez kie-
rowcow samochodéw osobowych na terenie miasta w 2010 ., pod katem przyczyn
tych wypadkéw. Wyniki pracy komendanta przedstawia ponizsza tabela.

Przyczyna wypadku ! Liczebnosé
Przejazd przez skrzyzowanie na czerwonym $wietle 81
‘Jazda z nadmierng predkoscia | 144
' Wymuszenie pierwszeristwa : | 90
Jazda pod wptywem alkoholu ' 135

Przedstaw zebrane dane w postaci diagramu kolumnowego i diagramu czestosci
wzglednych.

5.3. Wychowawca klasy 3a przeprowadzit w listopadzie badanie liczby spdznien na
lekcje matematyki, ktéra byta pierwsza godzing lekcyjng w tygodniowym rozkiadzie
zajec tej klasy. Wyniki badan opracowat w tabeli liczebnogci.

| Lliczbaspéinie | Liczebnos¢ |
| 0 | 11 |
i 1 2 i
| 2 | 2 o
| 3 4 X
| 4 | 5 |

Sporzadz diagram stupkowy oraz diagram kotowy procentowy spdZnien na lekcje
matematyki.
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5.4. W pewnej klasie badano, ile czasu dziennie uczniowie poswiecaja na odrabia-
nie prac domowych, i uzyskano nastepujace dane (w godzinach) od losowo wybra-
nych 20 uczniéw:
0,51 2 3:2,5:0,5 152340511121525432 %
a) Przedstaw zebrane dane w tabeli liczebnosci oraz na diagramie kolumnowym.
b) Oblicz, jaki procent ucznidw przeznacza na odrabianie prac domowych mniej niz
2 godziny.

5.5. Pewna firma badajaca rynek gier komputerowych zapytata losowo wybranych
200 uczniéw o liczbe posiadanych przez nich gier komputerowych. Otrzymane wy-
niki przedstawia ponizszy diagram.

D brak gier
[]1era

] 28y

3 gry

. 4 i wiecej gier

a) Ilu sposréd badanych uczniow:
—ma co najmniej 3 gry komputerowe
— ma co najwyzej 2 gry?
b) Przedstaw powyzsze dane na diagramie stupkowym.

5.6. W pewnej firmie zbadano, jakimi srodkami lokomocji dostajg sie do pracy jej
pracownicy. Wyniki przedstawiono na diagramie czgstosci wzglednych (rysunek po-
nizej).

] 0,44

[:l samochoéd stuzbowy
D samochad wiasny
motocykl

- rower

. kemunikacja miejska

czestosc wrzgledna

{rodek lokomocji

a) Oblicz, jaki procent pracownikéw firmy dostaje sie do pracy innymi srodkami
transportu niz komunikacja miejska.

b) lle oséb przyjezdza do pracy samochodem stuzbowym, jesli wiadomo, ze w fir-
mie pracuje 50 0s6b?

c) lle 0séb przyjeidia do pracy na motocyklu lub rowerze?

d) Sporzadz diagram kotowy zebranych wynikow.
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5.7. Ponizszy wykres przedstawia wyniki badan nad liczbg kierowcow ukaranych
w Ciggu godziny mandatami przez pewna liczbe patroli policji drogowej w Warszawie.
g -

liczba patroli

[l LT VR SR L R« T = -
T o T T i T

I

] 1 2 3 4 5
liczba mandatéw

a) Jaka liczbe patroli poddano temu badaniu?

b) llu kierowcow zostato ukaranych mandatami?

c) Oblicz, ile mandatow srednio przypada na jeden patrol policji.
d) Przedstaw zebrane dane w tabeli czestosci wzglednych.

Srednia z préby

5.8. Wyznacz liczbe x, jesli wiadomo, ze srednia arytmetyczna liczb 2, 3, 3, 5, 4, 2,
x,6,9,1 jest rowna 4.

5.9. Srednia arytmetyczna wieku druzyny pitkarskiej jest réwna 24 lata. Gdyby
uwzgledni¢ wiek trenera, to srednia arytmetyczna wieku wszystkich dwunastu oséb
wyniostaby 26 lat. Ille lat ma trener?

5.10. Przeprowadzono sonde telefoniczng, zadajac pytanie: ,lle godzin dziennie

oglada Pan (Pani) telewizje?”. Otrzymano nastepujgce wyniki:

1052513546215305211005234455231423142¢05.

a) Przedstaw zebrane dane na diagramie kolumnowym.

b) Jaki jest $redni czas ogladania telewizji w ciggu dnia?

c) Jaki procent badanych oséb oglada telewizje w czasie przekraczajagcym sredni
czas? Wynik zaokraglij do jednego miejsca po przecinku.

d) lle oséb sposrod badanych przeznacza dziennie na ogladanie telewizji wiecej
czasu, niz wynosi podwojony sredni czas?
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5.11. Na diagramie kotowym procentowym przedstawiono wyniki pomiaru wzro-
stu uczniow klasy pierwszej pewnego liceum.

[] 152em
[] 160cm
[] 162cm
168 cm
W r7ocem

a) Oblicz $redni wzrost uczniow w tej klasie.

b) Przedstaw zebrane dane na diagramie czestosci wzglednych.

¢) Wiedzac, ze w tej klasie zmierzono wzrost 25 uczniom, sporzadz tabele liczebnosci.
d) Ilu uczniéw ma wzrost powyzej sredniej?

5.12. W bibliotece szkolnej badano, ile ksiazek wypozyczaja uczniowie klasy 1b pew-
nego technikum, w ciggu miesigca. Uzyskane wyniki przedstawia ponizsza tabela.

Iiczbawypoiyczonych ksiaiek| 0 | a4 .| 2 | 3 | 4 7
& | & | & | 5]

|_Liczba uczniow 4 | 8 4

a) Oblicz srednig liczbe wypozyczonych ksigzek w danym miesigcu dla klasy 1b.
Wynik zaokraglij do jednego miejsca po przecinku.

b) Oblicz, jaki procent uczniow tej klasy wypozycza wiecej ksigzek, niz wynosi sred-
nia dla klasy.

5.13. W pewnej firmie badano, ile zwolnier lekarskich biorg w ciagu roku jej pra-
cownicy. Wyniki sa przedstawione na ponizszym diagramie.

3:]3%
2 | 20%

1 32%

0 45%

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60%
procent pracownikéw

liczba zwolnier lekarskich w ciggu roku

a) Jaka jest $rednia liczba zwolnien w ciggu roku przypadajaca na jednego pracow-
nika tej firmy?

b) W firmie pracuje 200 osob. Ile os6b byto na zwolnieniu lekarskim wiecej niz je-
den raz w roku?

¢) O ile procent wigcej jest tych pracownikow, ktorzy korzystali ze zwolnien lekar-
skich, niz tych, ktérzy nie byli na zwolnieniu?
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5.14. W dwoch miastach A i B badano liczbe samochodéw w rodzinie na losowo
wybranych réwnolicznych prébach. Oto wyniki przedstawione na diagramach:

miasto A miasto B

140+
1204
100+
] " 80-
40+
20+

liczba rodzin

82

liczba samochoddow w rodzinie -
D 0 |:| 1 [ 2 . 3 liczba samochodow

a) lle rodzin w miescie A nie ma samochodu?

b) Oblicz $rednig liczbe samochodéw w rodzinie w kazdym z miast.
¢) Jaki procent rodzin w miescie B ma 2 samochody?

d) Oblicz $rednig liczbe samochoddw w rodzinie dla obu miast.

5.15. W pewnej firmie pracuja dwie zmiany pracownikéw. Stosunek liczby pracow-
nikow | zmiany do liczby pracownikéw Il zmiany wynosi 3 : 2. Wszystkich pracowni-
kow w firmie jest 50. Na kazdej zmianie cze$¢ pracownikdw nie wyprodukowata ani
jednego wadliwego detalu i zaden z pracownikéw nie wyprodukowat ich wiecej niz
cztery.

Na ponizszym diagramie przedstawiono liczbe wadliwych detali, wyprodukowanych
przez pracownikow tych zmian.

2

2 154 D | zmiana
3

ﬁ Il zmiana
=104

w

z 6
5
- 4 3
i 1 2 3 4
liczba wadliwych detali

a) Ktora zmiana ma mniejsza srednig wadliwie wyprodukowanych detali przez jed-
nego pracownika?

b) Oblicz srednig wadliwie wyprodukowanych detali przez jednego pracownika.

¢) llu pracownikéw firmy nie wyprodukowato ani jednego wadliwego detalu? Jaki
to procent wszystkich pracownikow?
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5.16. We wszystkich klasach trzecich pewnego liceum przeprowadzono prébng ma-
ture z matematyki w zakresie podstawowym. W 32 osobowej klasie 3a $rednia liczba
zdobytych punktéw wyniosta 25; w 25 osobowej klasie 3b —30; za$ w klasie 3¢ —32.
llu uczniéw z klasy 3c pisato prébng maturg z matematyki, jesli wiadomo, ze $rednia
liczba punktéw z prébnego egzaminu dla wszystkich klas byta rowna 28,5757

5.17. Na jednym z wydziatéw Akademii Ekonomicznej podczas rekrutaciji na pierw-
szy rok studiow bierze sig¢ pod uwage wyniki pisemnego egzaminu maturalnego
z nastepujacych przedmiotow: matematyka, geografia oraz jezyk obcy nowozytny,
ktére uczen zdawat w zakresie rozszerzonym. Z kazdego z wymienionych przedmio-
tow mozna byfo uzyska¢ maksymalnie 50 punktéw. Postanowiono, e 0 przyjeciu na
studia decyduje $rednia wazona punktow uzyskanych na maturze z wymienionych
przedmiotéw. Ustalono wagi dla poszczegdlnych przedmiotow: matematyka —0,65;
geografia — 0,2; jezyk obcy nowozytny — 0,15.

Dwoje znajomych, Ela i Jacek, ubiega sig o przyjecie do Akademii Ekonomicznej na
ten wydziat. Uzyskali nastepujace wyniki:

. [ Matematyka { Geografia | Jezyk obcy nowoiyti
L Ela 38 pkt i 24 pkt ' 48 pkt i
| Jacek | 26 pkt | 40 pkt _ 50 pkt

Ktéra z tych oséb ma wigksza szanse dostac sig na wymarzone studia?

5.18. Wiasciciel kawiarni, zanim na state wprowadzi nowa kawe dla klientdw, prze-
prowadza badanie na grupie 20 os6b losowo wybranych sposréd bywalcow lokalu.
Wybrane osoby oceniaja kawe w trzech kategoriach: b — barwy, s — smaku, z — za-
pachu, przyznajac w kazdej z trzech kategorii liczbg punktéw od 1 do 10. Whtasciciel
oblicza érednie arytmetyczne: X, X,, X, W ten sposob uzyskanych punktow. Nastep-
nie oblicza érednia wazona ze $rednich X, X;, X,, nadajac im odpowiednie wagi:
2,5:4: 3,5. W przypadku, gdy $rednia wazona jest wieksza od 70, podejmuje decyzje
o wprowadzeniu kawy do statej sprzedazy. Na diagramach przedstawione sg wyniki
w poszczegolnych kategoriach dotyczace kawy , Nuta nadziei”.

barwa smak zapach

3
£ 8 T
c
27 ]
S 64 g
™~ ar
£ 54 505
4 3
1 —
" ils 10 s
2. % 20
1_
356 6 [(Neexe [lepx [ 2 45 910
liczba oséb liczba punktow

Ocen, czy kawa ,Nuta nadziei” zostanie wprowadzona do statej sprzedazy.
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Mediana z préby i moda z préby

5.19. Wyznacz mode (dominante) oraz mediane zbioru danych statystycznych
przedstawionych w postaci:

a) zestawu liczb:
3112351232355 42123223T45
b) tabeli liczebnosci:

Wartos¢ 3 | 2| 5 9 |
Liczebnod¢ | 7 = 2 4 6 |

c) diagramu kolumnowego:

liczebnosc

i L R P - ]
A o il vl

wartosé

d) diagramu stupkowego:

wartosc

1234567891011
liczebnodc

e) diagramu kotowego procentowego:
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f) diagramu czgstosci wzglednych:
O

07]
0,6
0,57
0,4-
0,34
0,24
0,14

czestosc wegledn

0 1 2 3
wartosé

5.20. W biegu przetajowym zmierzono czas 28 pierwszym osobom, ktére przekro-
czyly mete. Wyniki przedstawiono w postaci diagramu stupkowego.

liczba zawodnikow

30 3132 34 40 42 52
czas [min]

Wyznacz mode, mediang oraz érednig arytmetyczng czasu uzyskanego przez zawod-
nikow.

5.21. Uczniowie klasy trzeciej uzyskali z pracy klasowej z matematyki nastepujace

oceny:
31244233214235233332145234234133.

a) Przedstaw zebrane dane w tabeli liczebnosci.

b) Wyznacz mode i mediang ocen.

c) Oblicz érednia ocen z pracy klasowej.

d) Jaki procent uczniow otrzymato oceny pozytywne?

e) Jaki procent uczniéw otrzymato oceny co najmniej dostateczne?

f) Sporzadz diagram kotowy procentowy uzyskanych ocen.

5.22. Pan Kowalski dojezdza do pracy autobusem. Postanowit zbada¢ czas oczeki-

wania na autobus. Ponizej podane s3 dane zebrane przez pana Kowalskiego (czas

oczekiwania w minutach) w kwietniu:
10510510710528531043571058105.

a) Sporzad? diagram czgstosci wzglednych czasu oczekiwania.

b) Wyznacz mode i mediang czasu oczekiwania.

c) Oblicz éredni czas oczekiwania na autobus.

d) Oblicz, jaki procent stanowity dni, w ktorych czas oczekiwania na autobus byt
wiekszy od $redniej.
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5.23. Pigcdziesiagt oséb zdawato testowy egzamin z przepiséw ruchu drogowego.
Liczba popetnionych przez nich btedow jest przedstawiona na diagramie kotowym

procentowym.
liczba bledow

a) Aby zdad egzamin, mozna byto popetnic¢ co najwyzej dwa btedy. lle oséb zdato
egzamin?

b) Oblicz srednig liczbe biedow.

¢) Jaki procent zdajgcych popetnito wiecej btedéw, niz wynosi Srednia?

d) Wyznacz mode i mediane bteddw.

5.24. Maszynistka przepisywata ksigzke. Na zadnej stronie nie popetnita wiecej niz

piec btedow. Po przepisaniu policzono, ile btedow popetnita na poszczegdlnych stro-
nach. Otrzymane wyniki sg przedstawione na diagramie kolumnowym.

c 80+

£ 701

_'.5 60

= 50 45 45

40+

30

20

10

0 1 2 3 4 5
liczba bleddw

a) lle stron liczyta ksigzka?

b) Podaj mode btedow oraz mediane btedow.

c) Oblicz, ile Srednio btedéw popetnita maszynistka na jednej stronie.

d) Oblicz, jaki procent stanowity strony, na ktérych liczba bteddw byta mniejsza od
potowy $redniej.
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Wariancja i odchylenie standardowe

5.25. Ponizsza tabela przedstawia miesieczne wynagrodzenie pracownikow pew-
nej firmy.

Wyragrodzenie | .., ‘1240 1300 | 1820 | 2210 | 2430 3840 | 4250 | 5400
miesieczne [zi] | _ | _ |

Liczba pracownikow | 3 2 Tl 3 2 | 3 | 2 | 1 |

a) Wskaz mode i mediane miesiecznego wynagrodzenia w tej firmie.

b) Oblicz $rednig ptace miesieczna w tej firmie. Wynik podaj z doktadnoscia do jed-
nego grosza.

¢) Jaki procent zatrudnionych w tej firmie ma ptace mniejsza, niz wynosi srednia
miesieczna? Wynik zaokraglij do jednosci.

d) Oblicz odchylenie standardowe od $redniej ptacy miesigcznej. Wynik podaj z do-

ktadnoscig do peinych ztotych.

5.26. Producent czekolady deklaruje, ze tabliczka ma wage 120 g + 1,8 g. Organiza-
cja konsumencka zbadata wage losowo wybranych 10 tabliczek czekolady z pewnej
partii i otrzymata nastepujace wyniki w gramach:
118 119 121 120,5 119,5 119 120 122 123 117.
a) Oblicz $rednia wage tabliczki czekolady w badanej probie.
b) Oblicz odchylenie standardowe od sredniej wagi tabliczki czekolady.
c) Ocen, czy organizacja konsumencka pozytywnie ocenita producenta czekolady,
czy zwrdcita sie do niego z reklamacja dotyczaca tej partii tabliczek czekolady.

5.27. W celu poréwnania wynikéw dwdch tucznikéw zanotowano liczbe zdobytych
przez nich punktéw w dziesieciu treningowych seriach strzatow.

| tucznik 11 tucznik
?_
3 3
g € 30] |
o 2
8 44 o]
g, § e ]
2_
24
‘1.
% 24 s 20 12 3 4.5
liczba punktow liczba strzatow

a) Wyznacz mediane punktow w dziesieciu seriach strzatow dla kazdego fucznika.

b) Oblicz $rednig liczbe punktow zdobyta przez kazdego tucznika.

¢) Oblicz odchylenie standardowe od $redniej liczby punktéw dla kazdego tucznika.
Wynik podaj z doktadnoscia do jednego miejsca po przecinku. Ocen, ktory z za-
wodnikow ma bardziej stabilng forme.
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5.28. Kontrola jakosci w firmie produkujgcej sruby bada ich jakos¢ wedtug nastepu-
jacych zasad: pobiera z danej partii losowo 20 érub i odrzuca partig, jesli odchylenie
standardowe od sredniej diugosci sruby jest wieksze niz 0,4 mm. Zadana dtugoscé
sruby to 25,5 mm. Kontrola jakosci wybrata 20 $rub z wyprodukowanej partii. Ponii-
szy diagram kotowy ilustruje procentowy udziat érub o odpowiedniej diugoéci wéréd
losowo wybranych do badania.

dlugosé sruby

[]25.4mm
[] 25.8mm
25,2 mm
. 250 mm
. 25,6 mm

a) Oblicz $rednig dtugosé éruby w wylosowanej do badania prébie.
b) Oblicz odchylenie standardowe od sredniej diugosci $ruby.
c) Ocen, czy kontrola jakosci wypadia pomyslinie.

5.29. Firma transportowa ,Z nami szybko i bezpiecznie”, ktéra zajmuje sie prze-
prowadzkami, zbadata liczbe zleceri w poszczegdlnych miesigcach 2009 r. Dane s3
zilustrowane ponizej na diagramie kolumnowym.

§1001
2 90+
2 804
el
2 0 7 s
60+ 58 58
504 46
40- 4 38 o2 38
30+ 24
204 14 16
*| [ [
| ] 1] v v Vi Vil Vil 1% X X XN
miesigce

a) Oblicz mediane liczby zlecen.

b) Oblicz srednig miesieczna liczbe zlecen. W ktorych miesigcach liczba zleceri prze-
kroczyta $rednig?

¢) Oblicz odchylenie standardowe od sredniej miesigcznej liczby zlecen.

d) W ktorych miesigcach liczba zleceri byta mniejsza niz X — o?

5.30. Poréwnywano skutecznos¢ dwéch druzyn pitkarskich. W tym celu zbadano
liczbe zdobytych bramek kazdej z druzyn w 20 spotkaniach. Wyniki przedstawia po-
nizszy diagram.
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liczba meczéw

liczba bramek

Oblicz dla kazde] z druzyn $rednig i odchylenie standardowe liczby zdobytych w me-
czu bramek. Scharakteryzuj te dwie druzyny, korzystajac z obliczonych wielkosci.

Test sprawdzajacy do rozdziatu 5.

1. Pewna firma telekomunikacyjna przeprowadzita ankiete telefoniczng wérod 300
losowo wybranych abonentéw. Zapytano rozmowce o liczbe posiadanych telefo-
néw komorkowych. Otrzymane wyniki sa przedstawione na ponizszym diagramie.

i
S

liczba telefondw

810 17 20 30 40 45 liczba oséb [w procentach]

lle 0séb spoéréd badanych ma co najwyzej dwa telefony komérkowe?
A, 82 B. 65 C. 246 D. 186.
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2. Ponizszy diagram ilustruje wyniki z matematyki na podtrocze, uzyskane przez
uczniow pewnej szkoty sredniej.
s 051

0415 4

0,4-

0,3

czestosc wzgled

0,24

0,14

|

1 2 3 4 5 6 ocena

Srednia ocen ucznidw tej szkoty jest réwna:
A. 3,275 B. 3,315 C. 3,405 D. 3,425.

3. Przeprowadzono sonde uliczna, zadajgc pytanie: ,lle godzin w tygodniu przezna-
cza Pan (Pani) na zajecia sportowe?” Wyniki tego badania ilustruje ponizsza tabela.

Liczbagodzin |0 1 |4 6 |9 10 12
Liczbaoséb | 5|12 615 4 10 2 |

Wobec tego moda liczby godzin przeznaczonych tygodniowo na zajecia sportowe
WYnosi:
A.6 B. 15 C.9 D. 12.

4. W sklepie znajduije sig 50 par spodni, wéréd ktérych jest 12 par spodni o diugosci
1,2 m kazda. Pozostate spodnie majg dtugosé¢ 1,24 m oraz 1,3 m. Srednia diugoéé
wszystkich spodni w tym sklepie jest réowna 1,264 m. Wobec tego stosunek liczby
spodni o dtugosci 1,24 m do liczby spodni o dtugosci 1,3 m jest réwny:

A.4:7 B 325 €:5:7 D514,

(xz— 1]-(2x3+ 18x) -(xz— 5x + 6)

5. Mediana wszystkich rozwigzan réwnania =0

Z—L
jest réwna: 3x"+bx+3
A 2 B. :I.l [ D. l
2 2

6. Srednia arytmetyczna dwdch liczb dodatnich jest réwna 1,2, zas wariancja tych
liczb wynosi 0,16. Wskaz zdanie prawdziwe.

A. Suma tych liczb jest rowna 0,6.

B. Liczby te sg réwne 1,3 oraz 1,1.

C. Wartosc¢ bezwzgledna réznicy tych liczb wynosi 1.

D. Jedna liczba jest dwa razy wieksza od drugiej.
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7. Niech M,, M,, M, oraz M, oznaczaja mediany danych statystycznych przedsta-

wionych odpowiednio w punktach: I, II, 1 IV.
. 1. -
1,5,7,3; 3;5,3,4,8,1, 13,5 % |3]4]567 |8
n 34567 81
. 6
2s
24
3
2
1
1 5 1 5 6 3
liczebnosé
Wskaz zdanie fatszywe.
My+M 1
;\.-—32—%4E B. M,> M, C. M, =M, D. M,+M,=9.

8. Wiasciciel zaktadu krawieckiego, przed wprowadzeniem nowego modelu sukien-
ki, przeprowadza wéréd wybranych klientek sondaz, badajac gusta kobiet w trzech
kategoriach: F — fason (z waga 6), M — rodzaj materiatu (z waga 3) oraz K — kolor
(z waga 1). Kazda zapytana klientka, przyznaje kazdej z wymienionych kategorii oce-
ne. Ocene koricowa modelu sukienki, wtasciciel oblicza jako srednig wazong sred-
nich ocen w poszczegdlnych kategoriach.

W wyniku tego badania okazato sig, ze x,, = 5,6, X, = 9,5 oraz $rednia wazona ocen
w poszczegdlnych kategoriach ma wartos¢ 6,23. Zatem $rednia ocena w kategorii F
jest réwna:

A 4 B.5 C.6 D. 18.

9. Poddano kontroli dzienna dostawe soku jabtkowego pakowanego do 0,25-litro-
wych kartonikéw i dostarczanego przez producenta do sklepu osiedlowego. Umowa
pomiedzy sprzedawca i producentem zaktada, ze zawartosc soku w kartoniku zawie-
ra sie w przedziale (X —0,X +0), gdzie X jest Srednig zawartoscia soku w kartoniku,
a 0 — odchyleniem standardowym.

Whyniki kontroli przedstawia poniisza tabela.

[Zawartosé soku w kartoniku [I] | 0,22 | 0,23 [ 0,24 [ 0,25 [ 0,26 | 0,27 |
' Liczba kartonikow 2 |5 A O %) O | e oo

Okazato sie, ze érednia zawarto$é soku w kartoniku jest rowna 0,249 |, zas wariancja
ma warto$¢ 0,000153 |.

Jaki procent dostawy nie spetnia warunkow umowy?

A. 56% B. 40% C. 16% D. 26%.
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10. skoczek narciarski wykonat 5 skokéw o dtugosci: 130 m, 120 m, 100 m, 126 m
oraz 124 m. Odchylenie standardowe w tej serii skokdw jest liczba z przedziatu:

A. 81,9> B. 9,91> E [91,10> D. 103,11>.
2 2 2 2

Zadania powtoérzeniowe do rozdziatu 5.

5.31. W zestawie danych: 4,7, 5, 8, x, 7, 3, 5, 9, 2 liczba x jest jedyna dominanta.
Mediana wynosi 6. Wyznacz liczbg x, a nastepnie oblicz $rednig arytmetyczna tych
liczb, wariancje oraz odchylenie standardowe od $redniej.

5.32. a) Wyznacz liczby naturalne x oraz y, jesli wiadomo, ze érednia arytmetycz-
na zestawu liczb 3, x, 4, 3, y, 2, 5, 4, 4, 3 wynosi 3,6, a jedyng dominantg
jest liczba 3.
b) Wyznacz liczby naturalne x oraz y, jesli wiadomo, ze srednia arytmetyczna
zestawu liczb x, y, 3,5, 1, 7, 8, 12, 15, 10 jest réwna 7,1, mediana M, =75
ix<M..

5.33. Bibliotekarka w pewnym liceum sprawdzita, ile ksigzek w | semestrze wypozy-
czyli uczniowie klas trzecich z biblioteki szkolnej. Wyniki przedstawita na diagramie
stupkowym.

liczba wypozyczonych ksiqzek
O = N W s o

10% 20% 30% 40%
procent uczniow klas trzecich
3) Oblicz $rednia liczbe wypozyczonych ksigzek przypadajaca na jednego trzeciokla-
siste.
D) Oblicz, ilu jest trzecioklasistow w tym liceum, jesli wiadomo, ze 80 uczniow wy-
pozyczyto w | semestrze wiecej ksigzek, niz wynosi érednia przypadajaca na jed-
nego ucznia.
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5.34. Janek rzucit 50 razy kostka do gry i za kazdym razem zapisat wynik rzutu. Na-
stepnie sporzadzit diagram czestosci wzglednych tego dodwiadczenia, ktéry podany
jest ponizej.

SR
i

czestosé wzgledna

liczba oczek

a) Podaj mode i mediang liczby wyrzuconych oczek.
b) Oblicz $rednia liczbe oczek w jednym rzucie.
c) Oblicz wariancje i odchylenie standardowe od éredniej liczby oczek w jednym rzucie.

5.35. W prywatnej specjalistycznej przychodni lekarskiej pracuje o 4 lekarzy wiecej
niz pozostatych pracownikow. Srednia pensja lekarzy zatrudnionych w tej przychod-
ni wynosi 3850 zt, za$ srednia pensja pozostatych pracownikow jest o 1900 zt nizsza.
$rednia ptaca wszystkich pracownikéw tej przychodni jest réwna 3090 zi. Oblicz,
ilu lekarzy pracuje w tej przychodni.

5.36. Maciek i Grzegorz analizowali wyniki swoich prac klasowych z matematyki.
Kazdy z chiopcow ma po pigc ocen. Maciek uzyskat nastepujace wyniki: 4, 4, 2, 5, 5
Okazato sie, ze $rednia ocen Grzegorza jest 0 1 mniejsza niz $rednia ocen Macka.
Wiedzac, ze wariancja ocen kazdego z chtopcéw byta taka sama i wynosita 1,2, uzu-
petnij oceny Grzegorza z prac klasowych z matematyki, jesli wiadomo, ze wérod pig-
ciu ocensg: 2,3, 3.

5.37. Wérod 32-osobowej klasy 3a (w ktorej 2 %]
kazdy uczer pochodzi z innej rodziny) przepro-
wadzono badania statystyczne dotyczace posia-
danego rodzenstwa. Wyniki badania przedsta-
wione s3 na diagramie obok. 8
a) Oblicz mediang i podaj mode liczby dzieci i'

2

w badanej rodzinie.
b) Oblicz $rednig liczbe dzieci w badanej rodzi-
nie. Y 0 1
c¢) Oblicz odchylenie standardowe od $redniej
liczby dzieci w badanej rodzinie. Wynik po-
daj z dokiadnoscig do catosci.

L
3

2

liczba rodzenstwa
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5.38. Nauczyciel przedstawit uczniom nastepujacy system klasyfikacji rocznej z ma-
tematyki: Ocena roczna jest wystawiana jako zaokraglona do liczby catkowitej $rednia
wazona oceny za pierwszy semestr z waga 0,4 i oceny za drugi semestr z wagga 0,6,
Oceny semestralne wystawia nauczyciel jako érednie wazone (zaokraglone do ca-
tosci) nastepujacych liczb: k - sredniej z prac klasowych z waga 0,65, u — $redniej
z odpowiedzi ustnych z wagg 0,25, d — Sredniej z prac domowych z waga 0,1 (kazda
z tych $rednich zaokragla do jednego miejsca po przecinku).

Oblicz, jaka ocene roczng otrzyma uczen, ktory uzyskat nastepujace oceny:

; Isemestr | Ilsemestr |
I Prace klasowe | 3,4,2,3 4,3,4,3 _|
Odpowiedzi ustne | 4,52 | 3,4,3
'_Prace domowe | 4.1 g ol 4,5 _‘

*5.39. Suma trzech liczb x, y oraz z wynosi 6, a ich wariancja jest réwna 21. Oblicz
sume kwadratow tych liczb.

5.40. Zestaw trzech liczb @, b i ¢ ma Srednig arytmetyczng X, i odchylenie stan-
dardowe od $redniej réwne 0,. Zestaw trzech liczb e + 8, b+ 8ic+ 8 ma srednig
arytmetyczna X, i odchylenie standardowe 0,. Wyznacz zwigzek pomiedzy $rednimi
arytmetycznymi i odchyleniami standardowymi obu zestawéw danych.

*5.41. Wiadomo, ze wariancje zestawu danych x,, x,, ..., X, mozemy obliczy¢ ze wzoru:

(1)

lub ze wzoru;

i (X, =X+ (6, = X+ ..+ (x, - X)?

n

2 2 2
2 X FasHaa bR
(2) of="t—"2 " "n_(3p,

gdzie x jest srednig arytmetyczna liczb X 0 g Ko
Udowodnij, ze wzory (1) i (2) sa réwnowaine.
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Plaszczyzny i proste w przestrzeni

6.1. Dane sa proste k, /, m. Ustal, jak moga by¢ potozone wzgledem siebie proste k

im, jesli

a) proste ki/sg skosne oraz/|| m

b) proste k, I, m nie lezg w jednej ptaszczyinie, ale prosta / ma jeden punkt wspolny
z prosta k i jeden punkt wspolny z prostg m.

6.2. Niech ¥ oznacza ptaszczyzne, natomiast k, [ niech beda prostymi w przestrzeni.
Czy prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

a) jeslilca i k| x tok]l!

b) jeslilca i k||l tok]| a?

Odpowiedz uzasadnij.

6.3. Na rysunku ponizej prosta / jest krawedzig przeciecia ptaszczyzn 7, oraz m,.
Wskaz punkt, w ktérym prosta k zawarta w ptaszczyznie 7, i nierownolegta do kra-
wedzi / przebija ptaszczyzne 7,. Odpowied? uzasadnij.

a) b)

6.4. Dane s3 punkty A, B nalezace do ptaszczyzny 7 oraz punkt C poza ta ptaszczy-
zna. Punkt P nalezy do odcinka AC, a punkt Q — do odcinka BC. Wykaz, ze

a) jesli |AP| = |PC| oraz |BQ| = |QC|, to prosta PQ jest rownolegta do plaszczyzny &

b) jesli |AP| - |€Q| = |PC]| - |BQ, to prosta PQ jest rownolegta do ptaszczyzny 7.

6.5. Punkty A, B, C, D nie leza w jednej ptaszczyznie. Wiadomo, ze |[AB| = |BC|. Punkty
P, Q, R s odpowiednio srodkami odcinkéw AD, BD, CD. Wykaz ze

a) trojkat PQR jest rownoramienny

b) ptaszczyzna (PQR) jest rownolegta do ptaszczyzny (ABC).
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6.6. W szescianie ABCDA,B,C,D, punkt P jest srodkiem krawedzi B,C,, a punkt
Q - srodkiem krawedzi B8,. Wykaz, ze czworokat AQPD, jest trapezem réwnora-
miennym.

Rzut réwnolegly na plaszczyzne. Rysowanie
figur plaskich w rzucie réwnoleglym na plasz-
czyzne

6.7. W pewnym rzucie rownolegtym na ptaszczyzne obrazem odcinka jest punkt. Jak
jest potozony ten odcinek wzgledem prostej wyznaczajacej kierunek rzutowania?

6.8. W pewnym rzucie rownolegtym na ptaszczyzne obrazem pieciokata jest odci-
nek. Jak jest polozona prosta wyznaczajaca kierunek tego rzutowania, wzgledem
plaszczyzny, w ktérej zawarty jest pieciokat?

6.9. W rzucie réwnoleglym na ptaszczyzne r obrazem danego kota jest koto do nie-
B8O przystajgce. Jak sg potozone wzgledem siebie rzutnia i ptaszczyzna zawierajaca
dane koto?

6.10. Na rysunku ponizej dany jest odcinek AB oraz A,B,, bedacy rzutem réwno-
legtym odcinka AB na ptaszczyzne 7 w kierunku prostej AA,. Punkty C, D naleig do
odcinka AB oraz |CD| = 2|AC| i |AD| = |DB|. Wyznacz rzuty rownolegte punktow C, D na
pfaszczyzne 7. W jakim stosunku punkty C,, D, dzielg odcinek A,8,?

A c
\
4 B

6.11. W tréjkacie ABC wysokos¢ CD dzieli podstawe AB na dwa odcinki, ktérych
dtugosci pozostaja w stosunku 1 : 3. Odcinek CE jest srodkowg tego trojkata. Narysuj
rzut réwnolegly tego trojkata w przypadku, gdy bok AB jest réwnolegly do rzutni,
a ptaszczyzna (ABC) nie jest rownolegta do rzutni i nie jest rownolegta do prostej
wyznaczajacej kierunek rzutowania. Zaznacz rzut wysokosci CD oraz rzut srodkowej
CE. W jakim stosunku punkty D, i E, dziela bok A,B, tréjkata AB,C.?
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6.12. Naszkicuj rzut réwnolegly szesciokata foremnego w przypadku, gdy dwa boki
szesciokata sa réwnolegte do rzutni, ale szesciokat zawiera sig w ptaszczyinie nie-
réwnolegtej do rzutni i nieréwnolegtej do kierunku rzutowania. Nastgpnie popro-
wad? przekatne w danym szesciokacie i przekatne w rzucie. Co zauwazytes?

6.13. Dany jest szescian ABCDA,B,C,D,. Niech ptaszczyzna (ABCD) bedzie rzutnia,

a prosta AD, — kierunkiem rzutu rownolegtego na ptaszczyzne (ABCD). Naszkicuj

obraz w tym rzucie:

a) kwadratu A,B,C,D, b) tréjkata DBC, c) trojkata DCP, gdzie P ozna-
cza $rodek odcinka D,C,.

k k
) & o, (&% g # c,

Prostopadlo$é prostych i plaszczyzn w prze-
strzeni. Rzut prostokatny na plaszczyzne

6.14. Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym AC jest przeciwprostokatna.
Odcinek BS jest prostopadty do ptaszczyzny, w ktérej zawarty jest trojkat ABC. Niech
punkt D nalezy do odcinka CS. Wykaz, ze tréjkat ABD jest prostokatny.

6.15. Dany jest szeécian, w ktorym punkt D jest srodkiem odcinka AB. Na podsta-
wie danych na rysunku sprawdz, czy odcinek AB jest prostopadly do odcinka CD.

Odpowiedz uzasadnij.
" AT

a) C B c) A_
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6.16. W rownolegtoboku ABCD przekatne przecinajg sie w punkcie 0. Punkt S nie
nalezy do ptaszczyzny (ABCD). Wiadomo, ze |AS| = |SC| oraz |SD| = [SB|. Czy odcinek
SO jest prostopadty do ptaszczyzny ABCD? Odpowied? uzasadnij.

6.17. W trdjkacie prostokatnym ABC punkt O jest $rodkiem przeciwprostokatnej
AB. Punkt S nie nalezy do ptaszczyzny (ABC). Wiadomo, ze |AS| = |SB| = |SC|. Wykaz,
7e odcinek SO jest prostopadty do ptaszczyzny (ABC).

6.18. Odcinek AB zawarty w ptaszczyznie & ma dtugosé 120 cm. Odlegtos¢ punktu
C lezacego poza ptaszczyzng r od punktu A jest taka sama jak od punktu B i wynosi
61 cm. Rzut prostokatny punktu C na ptaszczyzne 7 nalezy do odcinka AB. Oblicz
odlegtos¢ punktu C od ptaszczyzny 7.

6.19. Dane s3 punkty A, B nalezace do ptaszczyzny «r oraz punkt C, ktéry lezy w od-
legtosci 9 cm od piaszczyzny 7 oraz w odleglosci Jﬁ cm od punktu A i 15 cm od
punktu B. Wiedzac, ze punkt C’ jest rzutem prostokatnym punktu C na ptaszczyzng
7 oraz |<TAC'B| = 90°, oblicz dfugos¢ odcinka AB.

6.20. Rzutem prostokatnym punktu A na ptaszczyzne 7 jest punkt A'. Do prostej k
zawartej w ptaszczyznie r i przechodzacej przez punkt A’ naleza punkty B, C, przy
czym punkt B lezy miedzy punktami A" i C. Wiedzac, ze |AB| =10 cm, |[BC| =9 cm oraz
|AC| = 17 cm, oblicz odlegtos¢ punktu A od ptaszczyzny .

Twierdzenie o trzech prostych prostopadiych

6.21. Punkty A, B C, D nie lezg w jednej ptaszczyznie. Odcinek CD jest prostopadty
do odcinka AC i do odcinka BC. Punkt E jest srodkiem odcinka AB. Wykaz, ze jesli
ED 1 AB, to trojkat ABC jest rownoramienny.

6.22. W trojkacie réznobocznym ABC punkt E jest srodkiem odcinka BC. Odcinek
AD jest prostopadty do ptaszczyzny (ABC). Czy prosta DE jest prostopadia do prostej
BC? Odpowiedz uzasadnij.

6.23. Dany jest kwadrat ABCD. Odcinek DE jest prostopadty do ptaszczyzny (ABCD).
Wykaz, ze trojkaty ABE oraz BCE sa prostokatne.

6.24. W réwnolegtoboku ABCD przekatna DB jest jednoczesnie wysokoscig popro-
wadzong na boki AD i BC. Proste DB i AC przecinaja sie w punkcie O. Odcinek EO jest
prostopadty do ptaszczyzny (ABCD). Wykaz, ze trojkaty BCE i ADE sa prostokatne.

1
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6.25. W tréjkacie prostokatnym ABC przyprostokatne majg diugosé: |AC| = 15 cm,
|BC| =20 cm. Odcinek DC jest prostopadty do ptaszczyzny (ABC) i ma diugosé 22,5 cm.
Oblicz wysokosé trojkata ABD poprowadzong na bok AB.

6.26. W trojkacie prostokatnym ABC wysokos$é CD poprowadzona na przeciwpro-
stokatng AB dzieli ja na odcinki diugosci: |AD| = 9 cm i |DB| = 4 cm. Odcinek EC
jest prostopadty do ptaszczyzny (ABC). Wiedzac, ze pole trojkata ABC jest o 26 cm?
mniejsze od pola trojkata ABE, oblicz odlegtos¢ punktu £ od ptaszczyzny (ABC).

6.27. W trojkacie ABC boki majg diugosé: |AB| = 60 cm, |AC| = |BC| = 50 cm. Odcinek
AD jest prostopadty do ptaszczyzny (ABC). Odlegtosé punktu D od prostej BC jest
rowna 52 cm. Oblicz odlegtos¢ punktu D od ptaszczyzny (ABC).

Kat miedzy prosta a plaszczyzna.
Kat dwuscienny

6.28. Prosta k przebija ptaszczyzne r w punkcie A. Punkt B nalezy do prostej /, ktora
jest rzutem prostokatnym prostej k na ptaszczyzne it oraz |AB| = 8 cm. Oblicz odle-
gtosc punktu B od proste;j k, jesli kat nachylenia prostej k do ptaszczyzny r ma miare:
a) 30° b) 45° c) 60°.

6.29. Plaszczyzny 1, i 7, 53 prostopadte, a krawedzig ich przecigcia jest prosta m.
Punkt A nalezy do ptaszczyzny m, i lezy w odlegtosci 8 cm od prostej m. Punkt B
nalezy do ptaszczyzny 7, i lezy w odlegtosci 6 cm od prostej m. Wiedzac, ze rzutem
prostokatnym punktu A na pfaszczyzne 7, jest ten sam punkt co rzut prostokatny
punktu B na ptaszczyzne m,, oblicz:

a) tangens kata nachylenia prostej AB do pfaszczyzny 7,

b) cosinus kata nachylenia prostej AB do ptaszczyzny 7,.

6.30. Na ptaszczyznie  dany jest odcinek AB. Odcinek BC jest prostopadty do ptasz-
czyzny 7. Punkt D jest srodkiem odcinka BC. Oblicz sinus kata nachylenia prostej
AC do ptaszczyzny 7, wiedzac, ze tangens nachylenia prostej AD do ptaszczyzny

WYnosi 2
5

6.31. Dane sg dwa przystajace rownolegtoboki ABCD i DCEF o wspdlnym boku DC.
Miara kata ostrego obu réwnolegtobokow jest réwna: |<<CDA| = |<<EDC| = 30°. Ptasz-
czyzny zawierajace te rownolegtoboki tworzag kat dwuscienny o mierze 60°. Wie-
dzac, ze |AD| = |DF| = 2 dm, oblicz odlegtos¢ miedzy prostymi AB i EF.
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6.32. Dane s3 dwa przystajace romby ABCD i DCEF o wspdlnym boku DC dtugosci
4 cm. Miara katéw ostrych tych rombow jest rowna: |<tADC| = |<DCE| = 45°, Ptasz-
czyzny zawierajgce te romby tworzg kat dwuscienny o mierze 120°. Oblicz odlegtosé
miedzy prostymi AB i EF,

6.33. Trzy punkty A, B, Cleigce na ptaszczyznie T wyznaczajg tréjkat réwnoramien-
ny, w ktérym |AC| = |BC| = 5 oraz |AB| = 6. Odcinek DC jest prostopadty do ptaszczy-
zny 7, a jego diugosc jest rowna 8. Oblicz:

a) tangens kata nachylenia prostej BD do ptaszczyzny 7

b) tangens kata nachylenia ptaszczyzny (ABD) do ptaszczyzny 7.

6.34. Trojkat prostokatny ABC zawiera sie w ptaszczyznie 7, przy czym |<<ABC| = 90°
oraz |AC| = 20, |AB| = 12. Odcinek DC jest prostopadly do ptaszczyzny 77 i ma diu-
gosc 12. Oblicz:

a) sinus kata nachylenia prostej AD do ptaszczyzny

b) sinus kata nachylenia ptaszczyzny (ABD) do ptaszczyzny 7.

6.35. Trojkat prostokatny ABC zawiera sie w plaszczyznie 7, przy czym |AB| = 10,
[BC| = 6 oraz |ACB| = 90°. Odcinek CD jest prostopadty do ptaszczyzny 7 i ma dtu-
gosc 8. Oblicz:

a) miare kata nachylenia prostej AD do ptaszczyzny 7

b) cosinus kata nachylenia prostej BD do piaszczyzny

¢) tangens kata nachylenia ptaszczyzny (ABD) do ptaszczyzny .

Graniastostupy

6.36. Wykaz, 7e dtugos¢ przekatnej szescianu o krawedzi dtugosci @ jest réwna a+/3.
a) Wyznacz cosinus kata nachylenia przekatnej szescianu do ptaszczyzny podstawy.
b) Oblicz a w przypadku, gdy przekatna szescianu ma dfugosc¢ 3 em.

6.37. Wykaz, ze dtugos¢ przekatnej prostopadtoscianu o krawedziach dtugosci a,
b, ¢ jest réwna \/a’+b*+c*. Oblicz diugosé przekatnej prostopadtoscianu i miare
kata nachylenia tej przekatnej do ptaszczyzny podstawy w przypadku, gdy krawe-
dzie podstawy majg diugoscé: @ =3 cm, b = 4 cm, za$ krawed? boczna ma diugosé
c=5cm,

6.38. Stosunek dtugosci krawedzi prostopadtoscianu wynosi 3 : 4 : 12, a dtugosé
przekatnej prostopadtoscianu jest rowna 26 cm. Oblicz dtugosci przekatnych trzech
nieprzystajacych scian.
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6.39. W graniastostupie prawidtowym czworokatnym krawedz boczna jest dwa

razy diuzsza od krawedzi podstawy. Oblicz:

a) tangens kata nachylenia przekatnej éciany bocznej do piaszczyzny podstawy

b) sinus kata migdzy przekatng sciany bocznej a przekatng podstawy, wychodzgcy-
mi z tego samego wierzchotka

¢) cosinus kata nachylenia przekatnej graniastostupa do plaszczyzny podstawy.

6.40. Krawed? boczna graniastostupa prawidiowego tréjkatnego ma diugosc \/E,

a krawed? podstawy ma diugos¢ 2. Oblicz:

a) cosinus kata nachylenia przekatnej sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy

b) sinus kata miedzy przekatna jednej Sciany bocznej a krawgdzig podstawy zawar-
ta w sasiedniej $cianie bocznej, wychodzacymi z tego samego wierzchotka

c¢) miare kata nachylenia przekatnej $ciany bocznej do sasiedniej sciany boczne;.

6.41. Stosunek dtugosici przekatnej $ciany bocznej graniastostupa prawidtowego

tréjkatnego do difugosci krawedzi podstawy jest rowny \/5 Oblicz miare kata na-
chylenia przekatnej $ciany bocznej do sasiedniej sciany bocznej.

6.42. Podstawa graniastostupa prostego jest romb, ktérego bok ma dtugos¢ 543 em.
Wiedzac, ze graniastostup ma wysokos¢ 8 cm, a dtuzsza przekatna graniastosfupa
ma 17 cm, oblicz:

a) miare kata ostrego rombu

b) dtugo$¢ krétszej przekatnej tego graniastostupa.

6.43. Podstawa graniastostupa prostego jest romb. Graniastostup ma wysokosc
12 cm. Diuisza przekatna graniastostupa jest nachylona do ptaszczyzny podstawy
pod katem « = 45°, a krétsza pod katem f3 = 60°. Oblicz diugosc krawedzi podstawy.

6.44, Oblicz dtugosci przekatnych graniastostupa prawidtowego szesciokatnego,
ktérego diugosé krawedzi podstawy jest rowna 3 cm, a krawedzi bocznej — 8 cm.

6.45. Podstawa graniastostupa prostego jest trapez rownoramienny, ktérego pod-
stawy maja diugosé a i b, a ramie ma dtugos¢ c. Wysoko$¢ tego graniastostupa jest
réwna H. Wykaz, ze dlugo$é przekatnej d tego graniastostupa opisuje wzor:
d*=H?+ab + .

6.46. Liczba naturalna parzysta n oznacza liczbg wierzchotkéw pewnego graniasto-
stupa.

a) Wyznacz liczbe s écian i liczbe k krawedzi tego graniastostupa w zaleznosci od n.
b) Oblicz liczbe $cian i liczbe krawedzi graniastostupa w przypadku, gdy n = 10.
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6.47. W pewnym graniastostupie liczba $cian jest 0 5 mniejsza od liczby wierzchot-
kow. Oblicz liczbe wierzchotkow, liczbe $cian i liczbe krawedzi tego graniastostupa.

6.48. W pewnym graniastostupie liczba krawedzi jest dwa i pot raza wieksza od
liczby $cian. Jakie wielokaty sg podstawami tego graniastostupa?

*6.49. Trzy krawedzie prostopadtoscianu maja wspélny koniec. Pozostate konce tych
krawedzi wyznaczajg ptaszczyzne . Wykaz, ze ptaszczyzna ta dzieli w stosunku 1 : 2
przekatng prostopadioscianu wychodzgca ze wspdlnego korica danych krawedzi.

*6.50. W graniastostupie prostym trojkatnym kazdy wierzchotek jednej podstawy
potaczono odcinkiem z punktem przeciecia przekatnych $ciany bocznej przeciwle-
gfej temu wierzchotkowi. Wykaz, ze te trzy odcinki przecinaja sie w jednym punkcie,
ktéry dzieli je w stosunku 1 : 2.

Ostrostupy

6.51. Oblicz, ile $cian oraz ile krawedzi ma ostrostup, ktérego liczba wierzchotkéw
jest réwna:

a) 6 b) n, gdziene N_in> 3.

6.52. W pewnym ostrostupie liczba $cian jest o 6 mniejsza od liczby krawedzi.
Oblicz, ile wierzchotkow ma ten ostrostup.

6.53. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym dtugosé krawedzi podstawy jest
rowna 20 cm, a kat nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy ma miare
60°. Oblicz:

a) dlugosé¢ krawedzi bocznej

b) wysokosc ostrostupa

c) wysokosc Sciany bocznej.

6.54. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym diugoé¢ krawedzi podstawy jest
réwna 442 cm, a krawedzi bocznej — 5 cm. Oblicz:

a) wysokosc tego ostrostupa

b) wysokos¢ sciany bocznej, poprowadzong na krawedz podstawy

¢) odlegtos¢ spodka wysokosci ostrostupa od krawedzi bocznej.

6.55. Krawedz podstawy ostrostupa prawidiowego czworokatnego ma dtugosé
9 cm, a wysokos¢ sciany bocznej jest rowna 3\5 cm. Oblicz:

a) miare kata nachylenia sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy

b) odlegtosc spodka wysokosci tego ostrostupa od sciany bocznej.
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6.56. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym przeciwlegte krawedzie boczne
sg do siebie prostopadfe. Wyznacz tangens kata « nachylenia $ciany bocznej do
plaszczyzny podstawy i podaj przyblizong miare tego kata (z doktadnoscig do 1°).

6.57. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy ma diugosé \/E
Kat dwuscienny miedzy sgsiednimi scianami bocznymi jest rowny 120°. Oblicz:

a) odlegtosé spodka wysokosci tego ostrostupa od krawedzi bocznej

b) wysokosé¢ ostrostupa.

6.58. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym krawed? podstawy ma diugoéé
12 dm, a krawedz boczna 8 dm. Oblicz:

a) wysokosc tego ostrostupa

b) miare kata nachylenia krawedzi bocznej ostrostupa do ptaszczyzny podstawy.

6.59. Dany jest czworoscian foremny o wysokosci H i krawedzi dtugosci a.

a) Wykai, ze 3H? = 26

b) Wiedzac dodatkowo, ze wysokos¢ jest o 1 krétsza od krawedzi, oblicz a. Wynik
przedstaw w postaci a + b\/E, gdziea, b, c € N.

6.60. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym o wysokosci 30 cm kat dwuscienny
przy podstawie ma 60°. Oblicz:

a) wysokosé $ciany bocznej

b) diugosc¢ krawedzi podstawy.

6.61. W ostrostupie prawidtowym trojkatnym sciana boczna tworzy z ptaszczyzna
podstawy kat 45°. Oblicz sinus kata nachylenia krawedzi bocznej tego ostrostupa do
ptaszczyzny podstawy.

6.62. Oblicz miare kata nachylenia krawedzi bocznej ostrostupa prawidtowego tréj-
katnego do ptaszczyzny podstawy, jesli:

a) wysokosc¢ ostrostupa jest trzy razy krdtsza od krawedzi podstawy

b) wysokosc ostrostupa jest réwna krawedzi podstawy.

6.63. Wysokos¢ prawidfowego ostrostupa szesciokatnego jest réwna 5v/3 cm, a kat
miedzy przeciwlegtymi krawedziami bocznymi ma 60°. Oblicz sume dtugosci wszyst-
kich krawedzi tego ostrostupa.

6.64. W ostrostupie prawidtowym szeéciokatnym wysokos$é sciany bocznej jest

rowna 10\@ cm, a kat nachylenia sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy ma 60°.
Oblicz pole podstawy tego ostrostupa.
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6.65. Podstawg ostrostupa jest prostokat o bokach diugoéci 6 cm i 8 cm, a krawe-
dzie boczne majg po 13 cm diugosci. Oblicz:

a) wysokos¢ ostrostupa

b) wysokosci h, i h, dwdéch réinych $cian bocznych ostrostupa.

6.66. Podstawa ostrostupa prostego ABCS jest trojkat prostokatny ABC o przypro-
stokatnych dtugosci: |AC| =6 cm i |BC| = 8 cm. Wysoko$¢ tego ostrostupa jest réwna
12 cm. Oblicz cosinus kata nachylenia krawedzi bocznej CS do ptaszczyzny podstawy.

6.67. Podstawa ostrostupa jest tréjkat, ktérego jeden z katéw jest réwny 120°,

a najdtuzszy bok ma diugos¢ V243 cm. Wiedzac, ie wszystkie krawedzie boczne
ostrostupa maja taka sama diugo$c réwna 15 cm, wyznacz wysokoéé tego ostrostupa.

6.68. Podstawg ostrostupa prostego jest trojkat rownoramienny, ktorego dwa boki
majq dfugos¢ 17 cm, a trzeci bok 16 cm. Wszystkie krawedzie boczne sa nachylone

; 2 I o]
do ptaszczyzny podstawy pod katem ostrym « takim, ze sina = % Oblicz wysokos¢
tego ostrostupa.

6.69. Podstawg ostrostupa prostego jest tréjkat, ktérego boki maja dtugosé: 21 cm,
5 . - 2 : ;
17 cm, 10 cm. Wiedzac, ze wysoko$é ostrostupa jest rowna 5§ cm, oblicz cosinus

kata nachylenia krawedzi bocznej ostrostupa do ptaszczyzny podstawy.

6.70. Podstawa ostrostupa jest trapez rownoramienny. Krétsza podstawa i ramie
tego trapezu s3 tej samej dtugosci. Wszystkie krawedzie boczne ostrostupa maja
diugos¢ 61 cm, a wysokos¢ ostrostupa to 60 cm. Wiedzac, ze $rodek okregu opisa-
nego na trapezie jest srodkiem diuzszej podstawy trapezu, oblicz pole tego trapezu.

6.71. Podstawg ostrostupa ABCS jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym przypro-

stokatne majg dtugosc: |AC| = 9 cm, |BC| = 16 cm. Spodkiem wysokosci ostrostupa

jest wierzchotek C. Wiedzac, ze wysokos¢ ostrostupa jest réwna 12 cm, oblicz:

a) diugosdc bokow trojkata ABS

b) tangens kata nachylenia ptaszczyzny (ABS) do plaszczyzny podstawy tego ostro-
stupa.

6.72. Podstawg ostrostupa jest kwadrat, a spodek wysokosci znajduje sie w jednym

z wierzchotkéw tego kwadratu, Wiedzac, ze wysokos¢ tego ostrostupa jest réwna

krawedzi podstawy, oblicz:

a) miare kata nachylenia $cian bocznych, ktére nie zawieraja wysokosci ostrostupa,
do ptaszczyzny podstawy

b) cosinus kata nachylenia najdtuzszej krawedzi bocznej ostrostupa do krawedzi
podstawy.
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6.73. Podstawa ostrostupa jest romb o boku-dtugosci 20 ¢cm i kacie ostrym miary
60°. Punkt przeciecia sie przekatnych jest spodkiem wysokosci ostrostupa, ktéra jest
rowna 5\/5 cm. Oblicz:

a) wysokosc Sciany bocznej, poprowadzonej na krawedz podstawy

b) sinus kata nachylenia sciany bocznej tego ostrostupa do ptaszczyzny podstawy.

6.74. Podstawa ostrostupa jest trojkat prostokatny, ktérego przyprostokatne maja
dtugos¢ 6 dm i 8 dm. Wszystkie sciany boczne ostrostupa sg nachylone do ptasz-

8
czyzny podstawy pod katem ostrym « takim, ze cos ¢ = = Oblicz wysokosc tego

ostrostupa.

6.75. Podstawg ostrostupa jest trapez prostokatny, ktorego podstawy majg dtugos¢
6 cmi3cm,aramiona 4 cmi5 cm. Wszystkie sciany boczne sg nachylone do ptasz-
czyzny podstawy pod tym samym katem ostrym miary «. Wyznacz sinus kata «, jesli
wysokos¢ ostrostupa jest rowna 6 cm.

Siatka wieloscianu.
Pole powierzchni wieloscianu

6.76. Narysuj:
a) cztery réine siatki szescianu
b) dwie rozne siatki prostopadtoscianu, ktérego zadna $ciana nie jest kwadratem.

6.77. Narysuj siatke graniastostupa:

a) prawidiowego czworokatnego

b) prawidtowego tréjkatnego

¢) prawidtowego szesciokatnego

d) prostego, ktorego podstawg jest rownolegtobok.

6.78. Narysuj siatke ostrostupa:

a) prawidtowego czworokatnego

b) prawidtowego trojkatnego

c) prawidtowego szesciokatnego

d) prostego, ktérego podstawa jest prostokat.

6.79. Narysuj siatke ostrostupa, ktérego podstawg jest trojkat prostokatny

a) o przyprostokatnych pozostajacych w stosunku 2 : 3, a spodek wysokosci jest
wierzchotkiem tego trojkata przy kacie prostym

b) réwnoramienny, a spodek wysokosci jest $rodkiem przeciwprostokatnej tego
tréjkata.
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6.80. Na podstawie informacji umieszczonych ponizej na siatce ostrostupa wyznacz
wysokosc tego ostrostupa, jesli wiadomo, ze jego podstawa jest:
a) kwadrat b) tréjkat prostokatny

6.81. Oblicz pole powierzchni catkowitej szeécianu, jesli:
a) przekatna $ciany bocznej ma dtugos¢ 2 dm

b) przekatna szescianu ma dtugosé 83 cm.

6.82. Przekatna podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dtu-
gosé 6+/2 cm. Oblicz pole powierzchni bocznej tego graniastostupa, jesli:

a) wysokos¢ graniastostupa jest réwna 5 cm

b) krawed? podstawy stanowi 75% krawedzi bocznej.

6.83. Podstawa prostopadioscianu jest kwadrat. Oblicz pole powierzchni catkowi-

tej tego prostopadioscianu, jesli przekatna éciany bocznej ma dtugosc 30 ¢cm oraz

a) kat miedzy ta przekatna i przekatna prostopadioécianu, wychodzacymi z tego
samego wierzchotka, ma 30°

b) kat miedzy ta przekatna i przekatna sasiedniej sciany bocznej, wychodzacymi
z tego samego wierzchotka, ma 60°.

6.84. Pole powierzchni catkowitej prostopadioscianu wynosi 50(3 + 2\[5] cm?,
Przekatna jednej ze $cian bocznych jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod
katem 45°, a przekatna sasiedniej $ciany bocznej jest nachylona do ptaszczyzny pod-
stawy pod katem 60°. Oblicz dtugosci krawedzi tego prostopadioscianu.

6.85. Pole powierzchni bocznej graniastostupa prawidtowego trojkatnego stanowi
50% pola powierzchni catkowitej. Wyznacz tangens kata nachylenia przekatnej Scia-
ny bocznej do ptaszczyzny podstawy.

6.86. W graniastostupie prostym podstawa jest rombem, ktérego przekatne maja
dtugos¢ 30 cm i 16 cm. Diuzsza przekatna graniastostupa jest nachylona do ptasz-
czyzny podstawy pod katem 45°. Oblicz pole powierzchni catkowite;] tego graniasto-
stupa.
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6.87. Podstawa graniastostupa prostego jest réwnolegtobok o bokach diugosci
2dm i 4 dm, ktérego kat ostry jest rowny 60°, Krotsza przekatna graniastostupa
tworzy z ptaszczyzng podstawy kat 30°. Oblicz pole powierzchni catkowitej grania-
stostupa.

6.88. Podstawa graniastostupa prostego jest trapez réwnoramienny, ktérego kat

ostry ma 60°. Rzut prostokatny dfugosci J3 dm przekatnej graniastostupa na pfasz-
czyzne podstawy tworzy z ta przekatng kat 30° i zawiera sie w dwusiecznej kata
ostrego trapezu. Oblicz:

a) sume diugosci wszystkich krawedzi graniastostupa

b) pole powierzchni bocznej tego graniastostupa.

6.89. Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidiowego trdjkatnego wynosi

13643 cm?, a pole podstawy jest rowne 64\/5 cm?. Oblicz wysokos¢ tego ostrostupa.

6.90. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym wysokos¢ jest rowna 243 em,
a kat miedzy wysokoscig ostrostupa a wysokoscig $ciany bocznej ma 30°. Oblicz
pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

6.91. Oblicz diugosé krawedzi podstawy prawidtowego ostrostupa czworokatne-
go, wiedzac, ze krawedz boczna ma diugosc¢ 5, a pole powierzchni catkowitej jest
rowne 16.

6.92. Oblicz pole powierzchni catkowitej czworoscianu foremnego, ktorego wyso-
kosc jest rowna H.

6.93. Wysokos¢ $ciany bocznej prawidtowego ostrostupa szesciokatnego jest row-
na h, a promien okregu wpisanego w podstawe jest rowny r. Wykaz, ze pole po-
wierzchni catkowitej ostrostupa wynosi 2J§'(r+h)-r.

6.94. Podstawa ostrostupa prostego jest trojkat prostokatny rownoramienny, kto-
rego ramie ma diugosé 642 cm. Wiedzac, ze wysokos¢ ostrostupa jest rowna 8 cm,
oblicz:

a) dtugos¢ krawedzi bocznych

b) pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

6.95. Podstawa ostrostupa jest kwadrat o boku dtugosci 1 dm, a spodkiem wyso-
kosci ostrostupa jest jeden z wierzchotkow tego kwadratu. Dwie Sciany boczne sg
nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz:

a) diugosc krawedzi bocznych ostrostupa

b) pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.
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6.96. Podstawa ostrostupa jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych diugosci
30 cm i 40 cm. Spodek wysokosci ostrostupa Jest wierzchotkiem kata prostego tego
tréjkata. Sciana boczna o najwigkszym polu jest nachylona do ptaszczyzny podstawy

1
pod katem ostrym « takim, ze tg @ = 15 . Oblicz pole powierzchni catkowitej tego

ostrostupa.

6.97. Podstawa ostrostupa jest romb, ktorego przekatne maja dtugo$é 6 dmi 8 dm.
Wysokosc ostrostupa jest réwna 10 cm, a spodek wysokosci ostrostupa jest ¢rod-
kiem okregu wpisanego w ten romb. Oblicz pole powierzchni bocznej ostrostupa.

6.98. Podstawa ostrostupa jest tréjkat rownoboczny o boku diugosci a. Jedna ze
scian bocznych, bedaca réwnies trojkatem réwnobocznym, jest prostopadia do
ptaszczyzny podstawy. Oblicz pole powierzchni bocznej ostrostupa.

Objetos¢ figury przestrzenne;j.
Objetosé¢ wieloscianéw
Objetos¢ graniastostupa

6.99. Akwarium do hodowli rybek ma nastepujace wymiary: diugosé 80 cm, sze-
roko$¢ 40 cm i wysokosc 0,5 m. Oblicz. ile co najwyzej litréw wody nalezy wla¢ do
tego akwarium, aby poziom lustra wody znajdowat sig w odlegtosci nie mniejszej niz
1dm od gornej krawedzi akwarium.

6.100. Blaszana forma do pieczenia ciasta ma ksztatt

graniastostupa prostego. Uwzgledniajac wymiary po-

dane na rysunku obok, oblicz:

a) ile cm? blachy potrzeba na wykonanie tej formy;
wynik podaj z doktadnoscig do 1 cm?

b) pojemnos¢ formy. Wynik podaj z doktadnoscia do
0,1 litra.

12¢m

6.101. Jezeli kazda krawed? danego szeécianu przedtuzymy o 2 cm, to jego obje-
tosc powigkszy sie 0 98 cm?. Oblicz ditugos¢ krawedzi danego szescianu.

6.102. W prostopadioscianie ABCDA,B,C,D, podstawa ABCD jest kwadratem.
Wysokos¢ C,E trojkata BC,D, dzieli przekatng D,B na odcinki diugosci: ID,E| =2 dm,
|EB| = 8 dm. Oblicz objetosé tego prostopaditoscianu.
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6.103. Przekatna éciany bocznej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego ma dtu-
goéé 6 cm i jest nachylona do sasiedniej Sciany bocznej pod katem 30°. Oblicz obje-
tosc tego graniastostupa.

6.104. W graniastostupie prawidtowym szesciokatnym diuzsza przekatna ma dtu-

gosc J§ dm, a krétsza przekatna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod ka-
tem 30°. Oblicz pole powierzchni bocznej i objetosc¢ tego graniastostupa.

6.105. Podstawa graniastostupa prostego jest romb, ktérego kat ostry ma miarg
30°. Wszystkie krawedzie graniastostupa maja jednakowg dtugos¢. Wiedzac, ze pole
powierzchni catkowitej tego graniastostupa jest réowne 180 cm?, oblicz objetosé tego
graniastostupa.

6.106. Podstawa graniastostupa prostego jest trapez, ktérego podstawy majq diu-
go$¢ 3 cm i 24 cm, a ramiona — 10 cm i 17 cm. Sciana boczna o najmniejszym polu
jest kwadratem. Oblicz pole powierzchni catkowite] i objetos¢ tego graniastostupa.

6.107. Podstawa graniastostupa prostego jest trojkat ABC, w ktérym [<BAC| = 30°,
|ACB| = 105°. Przekatna $ciany boczn€j o najmniejszym polu tworzy z ptaszczyzng
podstawy kat 45°. Wiedzac, ze wysokosc graniastostupa jest rowna 2 dm, oblicz
jego objetosc.

* 6,108, W graniastostupie prawidtowym szesciokatnym najdtuzsza przekatna pod-
stawy ma dtugosc d i tworzy z przekatng Sciany bocznej wychodzacg z tego samego
wierzchotka kat «. Oblicz objetosé graniastostupa. Wyznacz te wartosci «, dla kté-
rych zadanie ma rozwigzanie.

*6.109. W czworokatnym graniastostupie prawidtowym przekatna podstawy ma
dtugo$é d i tworzy z przekatna sciany bocznej wychodzaca z tego samego wierzchot-
ka kat ¢z. Oblicz objetosé i pole powierzchni catkowitej tego graniastosiupa. Wyznacz
te wartosci ¢, dla ktorych zadanie ma rozwigzanie.

Objetosc¢ ostrostupa

6.110. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedi podstawy ma diu-
goéc a. Kat miedzy krawedzig boczna i krawedzig podstawy wychodzacymi z tego
samego wierzchotka ma miare ¢, przy czym « € (45°, 90°). Oblicz objgtos¢ i pole
powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

6.111. Podstawa ostrostupa prawidtowego jest osmiokat. Oblicz objetos¢ tego
ostrostupa, wiedzac, ze jego krawedz boczna ma diugos¢ 10 cm, zas kat migdzy kra-
wedzig boczna a ptaszczyzna podstawy jest rowny 30°.
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6.112. Oblicz objetos¢ prawidtowego ostrostupa tréjkatnego, majac dana diugodé r
promienia okregu wpisanego w podstawe ostrostupa i miare « kata ptaskiego $ciany
bocznej przy podstawie, @ € (30°, 90°).

6.113. Objetos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego wynosi i;/—i dm?, Kat

nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy jest réwny 45°, Wyznacz od-
legtosc spodka wysokosci
a) od krawedzi bocznej b) od sciany bocznej ostrostupa.

6.114. podstawa ostrostupa jest prostokat o polu rownym 1 m2. Dwie éciany bocz-
ne tego ostrostupa sg prostopadte do ptaszczyzny podstawy, a dwie pozostate two-
rzg z nig katy odpowiednio réwne 30° i 60°. Oblicz objetosé tego ostrostupa.

6.115. Podstawg ostrostupa jest trojkat, ktdrego dwa boki maja dtugos¢ 6 cm,
a dtugosc trzeciego boku wynosi 8 cm. Wszystkie krawedzie boczne maja jednako-
wg diugosc, rowng 9 cm. Oblicz objetosc tego ostrostupa.

6.116. Podstawa ostrostupa jest trojkat, ktdrego dwa boki maja dfugosé 39 cm,
a dtugosc trzeciego boku wynosi 30 cm. Kaida $ciana boczna tworzy z ptaszczyzng
podstawy kat 45°. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

6.117. Podstawa ostrostupa jest romb ABCD. Wysokos$¢ rombu DE poprowadzona
z wierzchotka kata rozwartego dzieli bok AB na odcinki takie, ze |AE| = 6 i |EB| = 4.
Wszystkie sciany boczne ostrostupa sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod tym
samym katem. Wiedzac, ze pole powierzchni bocznej tego ostrostupa jest rowne
170, oblicz:

a) wysokosc ostrostupa b) objetosc tego ostrostupa.

6.118. Punkty K, L, M sa srodkami krawedzi AB, BC i BB, sze$cianu ABCDA,B,C,D,.

a) Jaka czgs¢ objetosci szescianu stanowi objetos¢ ostrostupa KLMB?

b) Wiedzac dodatkowo, ze odlegtos¢ wierzchotka B od ptaszczyzny (KLM) jest réwna
\/5, oblicz dtugosé krawedzi szescianu.

6.119. W ostrostupie wszystkie $ciany sa tréjkatami. Trzy krawedzie wychodzace
z danego wierzchotka sa parami prostopadte i maja diugo$é: 6 dm, 8 dm, 8 dm.
Oblicz odlegto$¢ tego wierzchotka od przeciwlegtej sciany ostrostupa. Wynik podaj
z doktadnoscia do 0,1 dm.

*6.120. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym kat miedzy dwiema przeciw-
legtymi krawedziami bocznymi ma miare 2¢, @ € (0°, 45°). Odlegtoé¢ wierzchotka
podstawy ostrostupa od przeciwlegtej krawedzi bocznej jest rowna d. Oblicz obje-
tosé tego ostrostupa.
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*6.121. W ostrostupie prawidtowym trojkatnym kat miedzy dwiema sgsiednimi kra-
wedziami bocznymi ma miare 2¢, gdzie « € (0°, 30°). Odlegtos¢ wierzchotka pod-
stawy nalezgcego do jednej krawedzi bocznej od sagsiedniej krawedzi bocznej jest
réwna d. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Przekroje wieloscianow - konstrukcje

6.122. Na rysunku ponizej odcinek AB i punkt C nalezg do ptaszczyzny 7. Wyznacz
przekrdj szescianu ptaszczyzng (ABC).
a) = b)

N

Tl s

G

6.123. Na rysunku ponizej punkty P, Q, R nalezg do ptaszczyzny sr. Wyznacz prze-
kroj ostrostupa ptaszczyzng (PQR).
a)

c)

6.124. Na rysunku ponizej punkty P, Q, R nalezg do ptaszczyzny 7. Wyznacz prze-
kroj szescianu ptaszczyzng (PQR).
a) : & b) 4
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d)

6.125. Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny, Naszkicuj przekréj tego ostro-

stupa ptaszczyznag:

a) zawierajacg dwie przeciwlegte krawedzie boczne ostrostupa

b) zawierajacq dwie przeciwlegte wysokosci $cian bocznych

c) wyznaczong przez przekatng podstawy ostrostupa i érodek krawedzi bocznej,
niemajacej punktéw wspolnych z tg przekatna

d) wyznaczong przez $rodki dwdch sasiednich krawedzi podstawy i wierzchotek
ostrostupa.

W kazdym przypadku wyznacz kat ¢, jaki tworzy przekréj dang ptaszczyzna z ptasz-

czyzng podstawy tego ostrostupa.

*6.126. Wykonaj rysunek ostrostupa prawidtowego czwarokatnego. Nastepnie po-
prowadz przekrdj tego ostrostupa ptaszczyzna wyznaczong przez krawedz podstawy
i srodek wysokosci tego ostrostupa. Jakim czworokatem jest otrzymany przekro;j?

*6.127. Wykonaj rysunek ostrostupa prawidfowego tréjkatnego. Nastepnie popro-
wadi przekroj tego ostrostupa ptaszczyzng wyznaczong przez krawed? podstawy
i $rodek przeciwlegtej krawedzi bocznej tego ostrostupa. Wyznacz konstrukcyjnie
punkt, w ktorym wysokos¢ ostrostupa przebija otrzymany przekrdj.

Przekroje wieloscianéw - zadania

6.128. Szescian ABCDA,B,C,D, o krawedzi diugosci a przecieto ptaszczyzng prze- |
chodzacq przez punkty A,, B, C,. Oblicz odlegtos¢ punktu B, od otrzymanego prze- '
kroju. ‘
|
|

6.129. Dtugosci bokéw prostopadioscianu pozostaja w stosunku 3 : 4 : 5. Przez
najdtuzsza krawedz i przekatng najmniejszej Sciany poprowadzono przekroj, ktére-
go pole jest réwne 100 cm?’. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego prostopadio-
scianu.
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6.130. Podstawa graniastostupa prostego jest trapez réwnoramienny, ktérego wy-
soko$¢ jest réwna 5 cm, a odcinek taczacy srodki ramion ma diugos¢ 12 cm. Wie-
dzac, ze przekrdj tego graniastostupa ptaszczyzng zawierajgcg krawedz boczng gra-
niastostupa i przekatna jego podstawy ma pole rowne 130 cm?, oblicz objetosc tego
graniastostupa.

6.131. W szescianie ABCDA,B,C,D, poprowadzono przekroj ptaszczyzng zawieraja-
ca przekatna BD i przechodzaca przez punkt C,. Wyznacz (w przyblizeniu z doktadno-
écig do 1°) miare kata nachylenia tego przekroju do ptaszczyzny (ABCD).

6.132. Przez przekatna podstawy szescianu majacego krawegdi o dtugosci a po-
prowadzono ptaszczyzne, ktéra tworzy z ptaszczyzng podstawy kat 45°. Oblicz pole
otrzymanego przekroju szescianu tg ptaszczyzna.

6.133. Przez przekatng podstawy sze$cianu majacego krawedz o ditugosci a popro-
wadzono ptaszczyzne, ktora jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°.
Oblicz pole otrzymanego przekroju szescianu.

6.134. Przekrojem szeécianu jest szeéciokat foremny, ktorego B
wierzchotkami sg $rodki odpowiednich krawedzi szescianu (zo- A
bacz rysunek obok). Wiedzac, ze pole tego szesciokata jest row- f/ /
ne 6\5, oblicz dtugos¢ przekatnej szescianu. &

/\f\ J,,_//'

6.135. Pole podstawy graniastostupa prostego tréjkatnego jest réwne P. Przez kra-
wed? podstawy tej bryty poprowadzono ptaszczyzne, ktora przecina przeciwlegla
krawedz boczng i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°. Oblicz
pole otrzymanego przekroju.

6.136. Podstawa graniastostupa prostego jest trojkat rownoramienny, ktorego
boki maja dtugosé 10 cm, 10 cm, 16 cm. Przez najdtuzszy bok podstawy poprowa-
dzono ptaszczyzne, ktéra przecina przeciwlegia krawedzi boczna i jest nachylona do
ptaszczyzny podstawy pod katem 30°. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

6.137. Wysokoé¢ ostrostupa podzielono na cztery réwne czesci i przez punkty po-
dziatu poprowadzono ptaszczyzny rownolegte do podstawy. Pole podstawy tego
ostrostupa jest réwne 400 cm?. Oblicz pola otrzymanych przekrojow.

6.138. Pole przekroju rownolegtego do ptaszczyzny podstawy ostrostupa jest
0 36% mniejsze od pola powierzchni podstawy. W jakim stosunku przekroj ten dzieli
objetos¢ ostrostupa?
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6.139. Przekroj ostrostupa prawidtowego czworokatnego ptaszczyzng zawierajaca
dwie przeciwlegte krawedzie boczne ma pole réwne P. Wiedzac, ze wszystkie kra-
wedzie ostrostupa majq taka sama dtugos¢, oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

6.140. Podstawa ostrostupa jest romb, ktorego bok ma dtugosé 8% ,ajednazprze-

1
katnych ma dtugosé 13 3 Spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem symetrii pod-

stawy. Przekrdj tego ostrostupa wyznaczony przez wysokosci przeciwlegtych scian |
bocznych jest tréjkatem réwnobocznym. Wyznacz pole tego przekroju.

6.141. Ostrostup prawidtowy czworokatny przecieto plaszczyzng zawierajgca prze-
katng podstawy i jednoczesnie réwnolegta do jednej z krawedzi bocznych. Oblicz ’
pole otrzymanego przekroju, wiedzac, ze krawed? podstawy ma diugoéé a, nato-
miast krawedZ boczna ma dtugosé b.

6.142. Krawed:? boczna prawidtowego ostrostupa szesciokatnego ma diugoscé
8 dm, a krawedz podstawy — 4 dm. Przez $rodki dwéch sasiednich krawedzi podsta-
wy poprowadzono ptaszczyzne prostopadta do podstawy. Oblicz pole otrzymanego
przekroju.

6.143. Wysokos¢ prawidtowego ostrostupa szesciokgtnego jest rowna H, a kra-
wedz podstawy ma diugosc a. Wyznacz pole przekroju wyznaczonego przez krotsza
przekatng podstawy i wierzchotek ostrostupa.

6.144. Ostrostup prawidlowy czworokatny przecieto pfaszczyzng przechodzaca
przez wierzchotek ostrostupa i $rodki dwdch sasiednich krawedzi podstawy. Oblicz
pole otrzymanego przekroju, jezeli krawed? podstawy ma dtugoséé 20 cm, a $ciana
boczna tworzy z ptaszczyzng podstawy kat 60°.

6.145. Ostrostup prawidtowy czworokatny przecieto ptaszczyzng prostopadia do
jednej z krawedzi bocznych ostrostupa i jednoczeénie zawierajaca przekatna podsta-
wy. Otrzymany przekroj jest trojkatem rozwartokatnym, ktérego kat rozwarty ma
miare 2¢.. Wyznacz cosinus kata 3 nachylenia ptaszczyzny tego przekroju do ptasz-
czyzny podstawy.

*6.146. Wszystkie krawedzie prawidtowego ostrostupa czworokatnego maja dtu-
gosc a. Oblicz pole przekroju tego ostrostupa ptaszczyzng poprowadzong przez srod-
ki dwoch sasiednich krawedzi podstawy i srodek wysokosci ostrostupa.

6.147. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym poprowadzono przekrdj ptaszczy-
zng zawierajaca krawedz podstawy i prostopadta do przeciwlegtej krawedzi bocznej.
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Wiedzac, ze kat miedzy dwiema sasiednimi krawedziami bocznymi ma miare 2«,

gdzie « € (0%, 45°), oblicz:

a) cosinus kata 3 przy wierzchotku przekroju nalezacym do krawedzi bocznej

b) cosinus kata y nachylenia ptaszczyzny przekroju do ptaszczyzny podstawy ostro-
stupa.

6.148. Przez krawedz AB podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ABCD
poprowadzono ptlaszczyzne, do ktdrej nalezy srodek S krawedzi CD. Wiedzac, ie
otrzymany przekroj tworzy z ptaszczyzng podstawy kat 45°, oblicz cosinus kata ASB.

*6.149. W czworoscianie foremnym o krawedzi diugosci 6 cm poprowadzono prze-
kroj ptaszczyzng przechodzaca przez wysokos¢ podstawy i srodek krawedzi bocznej
niemajgcej punktéw wspdlnych z tg wysokoscia. Oblicz odlegtosé plaszczyzny pod-
stawy od punktu, w ktérym wysokos¢ ostrostupa przebija ptaszczyzne przekroju.

*6.150. Podstawa ostrostupa prostego ABCD jest trojkat prostokatny ABC, ktérego
przyprostokatne majg diugosc: |AB| = 6 cm, [BC| = 8 cm. Wysokosc¢ ostrostupa jest
réwna 12 cm. Srodki krawedzi AB, BC, CD i AD wyznaczaja plaszczyzne przekroju
tego ostrostupa. Oblicz:

a) tangens kata nachylenia tej ptaszczyzny do plaszczyzny podstawy
b) pole przekroju ostrostupa ta plaszczyzna.

Bryly obrotowe.
Pole powierzchni bryl obrotowych

Walec

6.151. Stosunek pola przekroju osiowego do pola podstawy walca wynosi 4 : 7.
Oblicz miare kata miedzy przekatnymi przekroju osiowego walca.

6.152. Powierzchnia boczna walca jest prostokatem, ktérego jeden bok przystajacy
do wysokosci walca ma diugos¢ 20, a przekatna tego prostokata tworzy z drugim
bokiem kat 30°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego walca.

6.153. Pole podstawy walca jest réwne P,, a pole jego przekroju osiowego — P,.
Wyznacz pole powierzchni catkowitej tego walca.

6.154., Boki prostokata majg dtugos$é 4 cm i 6 cm. Oblicz pole powierzchni catkowi-
tej walca otrzymanego w wyniku obrotu tego prostokata wokét:
a) dtuzszego boku b) krotszego boku.
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6.155. Dany jest prostokat, ktorego dtugosci bokéw pozostajg w stosunku 1 : 2.
W wyniku obrotu tego prostokata wokot dwaoch réznych jego osi symetrii powstaja
dwa walce. Oblicz stosunek pél powierzchni catkowitych tych walcow.

6.156. Przez dowolny punkt A okregu gérnej podstawy walca poprowadzono prze-
kroj ptaszczyzng zawierajgcg os walca. W dolnej podstawie walca poprowadzono
srednice BC, prostopadta do przekroju osiowego. Wiedzac, ze promien podstawy
walca jest rowny r oraz |[<BAC| = «, a < (0, 90°), oblicz wysokos¢ walca.

*6.157. Wysokos¢ walca jest rowna 6 cm, a promieri podstawy wynosi 5 cm.
Poprowadzono odcinek AB o diugosci 10 cm taki, ze punkt A nalezy do okregu gér-
nej podstawy, punkt B nalezy do okregu dolnej podstawy walca. Wyznacz dtugos¢
najkrotszego odcinka, ktérego jeden z koricow nalezy do osi walca, a drugi nalezy
do odcinka AB.

Stozek

6.158. Dany jest promien podstawy r i tworzgca | stozka. Oblicz miare kata srodko-
wego odpowiadajacego wycinkowi kotowemu, ktéry tworzy powierzchnie boczng
stozka, jesli:

a) r=1dm,!=4dm b) r=3cm,/=15cm c) r=0,5m,/=75cm.

6.159. Wysokosé stozka jest réwna h, a promien podstawy stozka r. Oblicz miare
kata srodkowego odpowiadajgcego wycinkowi kotowemu, ktéry tworzy powierzch-
nie boczng stozka, jesli:

a) h=4cm,r=3cm

b) h=4\/§ cm,r=1cm
c) h= 24/22 cm, r=10~/2 cm.
6.160. Promieri wycinka kotowego o kacie 120° jest réwny 3 m. Wycinek zwinieto

i utworzono w ten sposdb powierzchnie boczng stozka. Oblicz wysokos¢ i promien
podstawy tego stozka,

6.161. Kat rozwarcia stozka ma miare «. Oblicz miare tukowa kata srodkowego
rozwinietej powierzchni bocznej tego stozka.

6.162. Wyznacz miare tukowa kata srodkowego powierzchni bocznej stozka, jesli
wysokos¢ stozka jest rowna h, a promierl podstawy wynosi r.

6.163. Tworzaca stozka ma diugoéc 20 cm. Oblicz pole powierzchni bocznej stozka,
jesli:

a) tworzaca stozka jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem miary 45°
b) wysokos¢ stozka jest réwna 16 cm.
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6.164. Stosunek wysokosci stozka do promienia podstawy wynosi 3 : 4, a pole
powierzchni bocznej stozka jest rowne 80w cm?. Oblicz dlugos¢ tworzacej stozka.

6.165. Stosunek promienia podstawy stozka do wysokosci wynosi 3 : 4. Jakg czg-
$cig pola powierzchni catkowite] jest pole powierzchni bocznej tego stozka?

6.166. Stosunek pola powierzchni bocznej stozka do pola jego powierzchni catko-
witej jest rowny 2 : 3. Wyznacz miare kata nachylenia tworzacej stozka do ptaszczy-
zny podstawy.

6.167. Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych diugosci 6 dm i 8 dm.
Oblicz pole powierzchni catkowitej bryly otrzymanej w wyniku obrotu trdjkata
wokot:

a) krotszej przyprostokatnej

b) diuiszej przyprostokatnej

c) przeciwprostokatnej.

6.168. Srednica okregu jest réowna 29 cm. Przez jeden z jej koricow poprowadzono
cieciwe diugoéci 20 cm. Cieciwa ta obraca sie wokét danej srednicy. Oblicz pole po-
wierzchni otrzymanej bryly.

6.169. Tréjkat réwnoboczny obraca sie raz wokét boku, a drugi raz wokét wysoko-
éci. Oblicz stosunek pdl powierzchni otrzymanych bryi.

6.170. Stozek o promieniu podstawy R przecigto ptaszczyzng réwnoleglg do pod-
stawy, ktdra podzielita wysoko$é stozka w stosunku m : n, liczac od wierzchotka stoz-
ka. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

6.171. Wysokos¢ stozka i promien podstawy maja takg sama diugosc R. Przez wierz-
chotek stozka poprowadzono ptaszczyzne, ktéra wyznacza na podstawie stozka cig-
ciwe odpowiadajaca katowi srodkowemu 90°. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

6.172. Przekroj osiowy stozka jest trojkatem réwnobocznym, a promien podstawy
stozka jest réwny R. Oblicz pole przekroju tego stozka ptaszczyzng poprowadzong
przez dwie tworzace, wiedzac, ze kat miedzy tymi tworzacymi jest rowny 30°.

6.173. Dany jest stozek o wysokosci h i promieniu podstawy r. Oblicz dtugosc kra-
wedzi szescianu wpisanego w stozek w ten sposob, ze dolna podstawa szescianu za-
wiera sie w podstawie stozka, a wierzchotki gornej podstawy naleza do powierzchni
bocznej stozka.




6. Geometria przestrzenna

6.174. W stozek wpisano walec w ten sposob, ze dolna podstawa walca zawiera sie
w dolnej podstawie stozka, a okrag gérnej podstawy walca zawiera sie w powierzch-
ni bocznej stozka. Wiadomo, ze promien podstawy walca jest trzy razy krétszy od
promienia podstawy stozka, a pole przekroju osiowego stozka jest rowne 18. Oblicz
pole powierzchni bocznej walca.

Kula i sfera

6.175. Kule o promieniu 41 cm przecieto ptaszczyzng w odlegtosci 9 cm od érodka.
Oblicz pole otrzymanego przekroju.

6.176. Promien kuli ziemskiej ma (w przyblizeniu) 6300 km. Oblicz dtugoé¢ réwno-
leznika odpowiadajgcego szerokosci geograficznej:

a) 30° b) 45°,

Wynik podaj z doktadnoscig do 100 km.

6.177. Pewne miasto lezy na 60° szerokosci geograficznej pétnocnej. Jaka droge
zakresla to miasto (na skutek obrotu Ziemi dookofa osi) w ciggu jednej godziny?
Zaktadamy, ze Ziemia wykonuje petny obrét w ciggu 24 godzin.

6.178. Stosunek pdl powierzchni dwadch kul jest réwny 9, a réznica ich promieni
wynosi 10 cm. Oblicz promienie tych kul.

6.179. Pola powierzchni dwéch kul réznia sie 0 6441 cm?, a promien jednej z tych
kul jest dtuzszy od promienia drugiej kuli o 7 cm. Oblicz pola powierzchni obu kul.

6.180. Dwie réwnolegte ptaszczyzny przecinaja kule i wyznaczajg przekroje o po-
lach 497 i 4. Odlegtos¢ miedzy tymi ptaszczyznami jest réwna 9. Oblicz pole po-
wierzchni kuli.

6.181. Na powierzchni kuli o promieniu 7 cm znajduja sie dwa przystajace okregi,
ktére przecinajg sie w dwoch punktach, a ich ptaszczyzny s3 do siebie prostopa-
die. Odlegtos¢ migdzy wspolnymi punktami jest rowna 2 cm. Wyznacz promier tych
okregow.

6.182. Podstawa graniastostupa prostego jest tréjkat majacy boki o dtugosci 6 cm,
8 cm i 10 cm. Wysokos¢ graniastostupa jest rowna 24 cm. Wyznacz promien kuli
opisanej na tym graniastostupie.

6.183. W czworokatnym ostrostupie prawidiowym wysokoé¢ jest réwna 8 cm,
a krawedz podstawy ma dtugos¢ 12 cm. Wyznacz promien r kuli wpisanej w ostro-
stup i promien R kuli opisanej na ostrostupie.

191
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6.184. Tworzaca stozka o diugosci d jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod
katem a. Wyznacz promien r kuli wpisanej w ten stozek i promien R kuli opisanej na
tym stozku.

Objetosc bryt obrotowych

6.185. Oblicz objeto$¢ walca, ktérego pole powierzchni catkowitej jest rowne
7027 cm?, a obwdd przekroju osiowego wynosi 80 cm.

6.186. Objetosé walca wynosi 24 cm?, Oblicz pole powierzchni bocznej tego walca,
T
wiedzac, ze po rozwinieciu jest ona kwadratem.

6.187. Przekatna prostokata ma dtugosc¢ 30 cm, a jego pole jest réwne 432 cm?.
ZnajdZ objetosé bryly otrzymanej przez obrot tego prostokata dookota diuiszego
boku.

6.188. Przekatne prostokata o polu 3 dm? przecinaja sie pod katem 60°. Oblicz
objetosc walca powstatego w wyniku obrotu tego prostokata wokot krotszego boku.

6.189. Wysokos¢ walca jest rowna 6 dm. Kat miedzy przekatnymi przekroju osio-
wego ma 60°, Oblicz objetosc tego walca. Rozwaz dwa przypadki.

6.190. Powierzchnia boczna walca jest prostokatem, ktérego przekatne maja diu-
gos¢ 12 dm i przecinaja sie pod katem 30°. Oblicz objeto$é tego walca. Rozwaz dwa
przypadki.

6.191. Jezeli zwiekszymy wysokos¢ pewnego walca o 4 cm, to jego objeto$¢ zwiek-
szy sie 0 1967 cm?. Oblicz promieri podstawy walca.

6.192. Obwdd podstawy blaszanej beczki w ksztalcie walca wynosi 157 cm.
Wysokos¢ beczki jest rowna 1,1 m. Do beczki wlano 157 litrow wody. Oblicz odle-
glosc lustra wody od brzegu beczki. Wynik podaj z doktadnoscig do 1 cm.

6.193. Piwnica ma ksztatt potowy walca
o diugosci 6 m i srednicy S m (zobacz rysu-
nek). Oblicz kubature piwnicy oraz jej pole
powierzchni catkowitej (sklepienie wraz
z podtogg i pionowa $ciang na koricu piw-
nicy). Wyniki zaokraglij do catosci.
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6.194. Boki réwnolegtoboku maja dtugos¢ 6 cm'i 4 cm, a kat ostry jest réwny 60°.
Oblicz objetosé Vi pole powierzchni catkowitej P, bryty powstatej w wyniku obrotu
rownolegtoboku wokét diuzszego boku.

6.195. Dany jest romb, ktérego kat ostry jest rowny 30°. Wykaz, ze objetos¢ bryty
powstatej z obrotu tego rombu wokét jego boku jest cztery razy mniejsza od obje-
tosci bryty powstatej w wyniku obrotu kwadratu o takim samym boku wokét tego
boku.

6.196. Oblicz promieri podstawy walca, wiedzac, ze jesli wysokos¢ walca zwiekszy-
my o k, to jego objetosé¢ wzroénie o v,

6.197. Przekatna przekroju osiowego walca ma dtugosé d i jest nachylona do ptasz-
czyzny podstawy pod katem «. Oblicz objetosé tego walca.

6.198. Pole powierzchni bocznej walca jest réwne P, a objetos¢ wynosi V. Oblicz
tangens kata nachylenia przekatnej przekroju osiowego walca do ptaszczyzny pod-
stawy.

6.1989. Przekréj osiowy stozka jest trojkatem prostokatnym o polu 18 ¢cm?, Oblicz
objetosc Vi pole powierzchni catkowitej P tego stoika.

6.200. Oblicz objgtos¢ stozka, ktérego pole powierzchni bocznej wynosi 657 cm?,
a wysokosc¢ jest réwna 12 cm.

6.201. Pole powierzchni catkowitej stozka jest réwne 967 cm?, a tworzaca ma dtu-
805¢ 10 cm. Oblicz objetosé tego stoizka.

6.202. stosunek dtugosci przyprostokatnych trojkata prostokatnego wynosi 4 : 3,
a przeciwprostokatna ma dtugos¢ 25 cm. Oblicz objetosé bryty powstatej w wyniku
obrotu tego trojkata wokét:

a) krétszej przyprostokatnej

b) diuiszej przyprostokatne;j

¢) przeciwprostokatnej.

6.203. Wysoko$¢ stozka podzielono na trzy réwne odcinki i przez punkty podziatu
poprowadzono ptaszczyzny réwnolegte do podstawy. Oblicz stosunek objetosci po-
wstatych bryt.

6.204. W trojkacie prostokatnym wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka kata pro-
stego dzieli przeciwprostokatna na odcinki, ktérych diugosci pozostajg w stosunku
1: 3. Oblicz stosunek objetosci bryt powstatych w wyniku obrotu tego tréjkata wo-
kot diuzszej i krotszej przyprostokatne;j.
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6.205. W walec o wysokoéci H wpisano stozek w ten sposob, ze podstawa stozka
jest podstawa walca, a wierzchotek stozka jest $rodkiem drugiej podstawy walca.
Pola powierzchni bocznych stozka i walca sg rowne. Oblicz objetos¢ i miare « kata
rozwarcia stozka.

6.206. W stozek wpisano walec w ten sposéb, ze dolna podstawa walca zawiera
sie w podstawie stozka, a okrag gérnej podstawy walca zawiera sie w powierzchni
bocznej stozka. Kat rozwarcia stozka jest prosty. Pole powierzchni catkowitej walca
jest réwne polu powierzchni bocznej stozka. Wykaz, odlegtos¢ wierzchotka stozka
od gérnej podstawy walca jest rowna potowie dtugosci tworzacej stozka.

6.207. Objetos¢ kuli K, jest 27 razy wieksza od objetosci kuli K;. Oblicz:
a) stosunek promieni obu kul
b) stosunek pél powierzchni tych kul.

6.208. Woda kapie z kranu co dwie sekundy. Zaktadajac, ze kropla wody ma ksztaft
kuli o promieniu 3 mm, oblicz, ile litréw wody wycieknie z kranu w ciggu 1 doby.
Wynik podaj z doktadnoscig do 0,1 litra.

6.209. Dwie mate kulki o promieniach 2 cm i 3 cm zawarte sa w jednej duzej kuli.
Odlegtos¢ miedzy érodkami matych kulek wynosi 6 cm. Oblicz promien duzej kuli
o mozliwie najmniejszej objetosci.

6.210. Punkty A i B naleza do brzegu kuli o $rodku S. Kat zawarty migdzy odcinkami

AB i BS ma 45°, a odcinek AB ma dtugosc 6~/2 cm. Oblicz objetoé¢ i pole powierzch-
ni kuli,

6.211. W naczynie w ksztatcie walca czeéciowo zapetnionego wodg wrzucono kul-
ke, ktéra zanurzyta sie catkowicie. Oblicz, o ile centymetrow wzrést poziom wody
w naczyniu, jesli $rednica podstawy naczynia ma 12 cm, a promien kulki jest rowny
3 cm.

6.212. Kapsuta ladownika ma ksztatt stozka zakoriczonego w podstawie potkula
o takim samym promieniu co promien podstawy stozka. Wysokos¢ stozka jest czte-

ry razy dtuzsza niz promien pétkuli. Wiedzac, ze objetos¢ kapsuty jest rowna i—: m?,

oblicz najwieksza dtugos¢ odcinka SP, gdzie S oznacza wierzchotek stozka, a P —
punkt nalezacy do sfery danej potkuli.

6.213. Na kuli opisano walec. lle razy objeto$¢ walca jest wigksza od objetosci kuli?
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6.214. W kule wpisano stozek, ktérego kat rozwarcia jest prosty. Wyznacz stosunek
objetosci stozka do objetosci kuli.

6.215. Tworzaca stozka o objetosci V jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod |
katem «. Oblicz objetos¢ kuli wpisanej w ten stozek.

6.216. Na kuli opisano stozek, ktérego wysoko$¢ jest dwa razy diuzsza od srednicy
kuli. Udowodnij, ze pole powierzchni catkowite] stozka jest dwa razy wieksze od pola
powierzchni kuli oraz ze objetos¢ stozka jest dwa razy wieksza od objetosci kuli. |

*6.217. Dtugosc tworzacej stozka wynosi d, a promien podstawy jest réwny R. Oblicz
objetos¢ kuli opisanej na tym stozku.

*6.218. Stozek o wysokosci H wpisano w kule. Oblicz objetoéé kuli, wiedzac, ze jest
ona cztery razy wieksza od objetosci stozka.

Zastosowanie analizy matematycznej w rozwia-
zywaniu zadan z geometrii przestrzennej

6.219. Rozpatrujemy wszystkie graniastostupy prawidtowe czworokatne, ktorych
suma dlugosci wszystkich krawedzi jest réwna 48 cm. Wyznacz wymiary tego gra-
niastostupa, ktory ma najwigkszg objetos¢. Oblicz objetosé tego graniastostupa.

6.220. Rozpatrujemy wszystkie prostopadtosciany o objetosci 9 litréw, ktorych jed-

na z krawedzi podstawy jest dwa razy dtuzsza od drugiej.

a) Napisz wzor funkcji opisujacej pole powierzchni catkowitej P takiego prostopa-
dioscianu w zaleznosci od dtugosci x krotszej krawedzi podstawy.

b) Wyznacz wymiary tego prostopadioscianu, ktéry ma najmniejsze pole po-
wierzchni catkowitej.

6.221. Wsréd stozkdw o tworzacej majacej dtugosé 4 cm, znajduje sie ten, ktérego
objetos¢ jest najwigksza. Wyznacz promieri r podstawy i wysokos¢ h tego stozka.
Podaj jego najwiekszg objetosé V.

6.222. Rozwaz stozki o tworzacej majacej dtugosé p.

a) Napisz wzér i zbadaj przebieg zmiennosci funkcji opisujacej objetosé stozka
w zaleznosci od jego wysokosci.

b) Wiedzac, ze maksymalna objetos¢ stozka jest réwna 16V3x cm?, oblicz dtugosé
tworzacej tego stozka.
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6.223. Szynka konserwowa pakowana jest do puszek w ksztatcie walca o pojem-
nodci 1287 cm?. Oblicz, jakie wymiary powinna mie¢ ta puszka, aby na jej wyprodu-
kowanie zuzy¢ jak najmniejsza ilo$¢ blachy.

6.224. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym o krawedzi bocznej majacej
dtugoé¢ b, poprowadzono ptaszczyzng zawierajaca krawedi boczng i wysokosc
ostrostupa. Wiedzac, ze otrzymany przekroj ma najwieksze pole powierzchni, oblicz
diugos¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa.

6.225. Przekrdj osiowy stozka jest trojkatem réwnobocznym o polu réwnym

9\/5 cm?. W ten stozek wpisujemy walce w taki sposob, ze jedna podstawa walca
jest zawarta w podstawie stozka, a okrag drugiej podstawy walca jest zawarty w po-
wierzchni bocznej stozka. Wyznaczymy objetosc tego walca, ktéry ma najwieksza
objetosc.

6.226. Dany jest stozek o promieniu podstawy 6 cm i wysokosci 8 cm. W stozek
ten wpisujemy prostopadtosciany tak, ze jedna podstawa zawiera sig W podstawie
stozka, a wierzchotki drugiej podstawy naleza do powierzchni bocznej stozka. Wie-
dzac, ze stosunek dtugosci krawedzi podstawy jest rowny 3, oblicz wymiary tego
prostopadtoscianu, ktérego objetos¢ jest najwieksza.

6.227. W kule o promieniu R wpisujemy stozki. Wyznaczymy promien r podstawy
i wysoko$¢ h tego ze stozkow, ktory ma najwiekszg objetosc.

6.228. Na kuli o promieniu 6 opisujemy stozki obrotowe. Wyznacz wysokos¢ h
i promien podstawy r stozka o najmniejszej objetoéci. Wykaz, ze objetos¢ tego stoz-
ka jest réwna podwojonej objgtosci kuli.

6.229. W kule o promieniu \/_;-_(l wpisujemy prostopadtoéciany o polu podstawy

rownym 4. Wyznacz wymiary prostopadtoscianu o najwigksze] objetosci.

6.230. W kule o promieniu r wpisujemy ostrostupy prawidiowe tréjkatne w ten
spos6b, ze wierzchotek ostrostupa jest srodkiem kuli, za$ wierzchotki podstawy na-
leza do powierzchni kuli. Wyznacz dtugosc krawedzi podstawy tego ostrostupa, kto-
rego objetos¢ jest najwigksza.

6.231. W kule o promieniu 3 wpisujemy ostrostupy prawidtowe czworokatne w ten
sposdb, ze wierzchotek ostrostupa jest srodkiem kuli, zas wierzchotki podstawy na-
leza do powierzchni kuli. Napisz wzér funkcji opisujacej objetos¢ V(x) ostrostupa
w zaleznoéci od dtugoéci krawedzi x jego podstawy. Wyznacz maksymalna objetos¢
ostrostupa.
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Test sprawdzajacy do rozdziatu 6.

1. Przekatna sze$cianu ma dtugos¢ J6 cm. Objetos¢ tego szescianu jest rowna:
A. 232 em? B. 4 cm? C.4V2 cm? D. 8 cm’.

2. W graniastostupie prawidtowym czworokatnym przekatna ma dtugo$é¢ 10 cm,
a krawedz podstawy — 342 cm. Wysokos$¢ tego graniastostupa jest rowna:

A. 4 cm B.6cm C.6v2 cm D. 8 cm.

3. Podstawg prostopadtoscianu jest kwadrat. Kat miedzy przekatna prostopadto-
scianu a $ciang boczng jest zaznaczony na rysunku:

A. B. G D.

4. Wysokosc¢ graniastostupa prawidtowego trojkatnego i wysoko$é podstawy maja
taka sama diugos¢, rowng J3. Pole powierzchni catkowitej tej bryty jest rowne:

A. S\E cm? B. 6+/3 cm? C. 743 cm? D. 83 cm2.

5. Dwie rozne przekatne graniastostupa prawidtowego szesciokatnego majg dtu-
gosc: 13 cm i 12 cm. Dtugosc krawedzi podstawy tego graniastostupa jest rowna:

A.12 cm B. 10 cm C.5cm D. 53 cm.

6. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym kat miedzy przeciwlegltymi krawe-
dziami bocznymi jest prosty. Wéweczas:

. wszystkie krawedzie ostrostupa majg jednakowg diugosc

krawedz boczna ostrostupa jest dwa razy dtuzsza od krawedzi podstawy
krawedz podstawy ostrostupa jest dwa razy dtuzsza od krawedzi bocznej

. przekatna podstawy ostrostupa jest dwa razy diuzsza od krawedzi bocznej.

OO ®>

7. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz boczna jest nachylona do
ptaszczyzny podstawy pod katem 45°. Niech ¢ oznacza kat nachylenia $ciany bocz-
nej ostrostupa do ptaszczyzny podstawy. Wowczas:;

A.c € (30°45°) B.a=45° C.a = (45°,60°) D.a=60°

W—
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8. W ostrostupie prawidtowym trojkatnym wszystkie krawedzie maja jednakowa
diugosé, rowng a. Wowczas wysokos¢ ostrostupa jest rowna:

A@ Bﬁ Cl\/ig 3a

s ¢ =y
2 3 4 4

9. Trzy krawedzie ostrostupa trojkatnego majg wspolny koniec i sg do siebie parami
prostopadte i majg odpowiednio dtugosé 3 cm, 4 cm, 5 cm. Objeto$¢ tego ostrostu-
pa jest rowna:

253, 253,
< T cm T cm

A B. C.60cm? D. 10 cm?®.

10. Podstawg ostrostupa jest trojkat rownoboczny o boku 12 cm, a spodek wysoko-
§ci tego ostrostupa znajduje sie w jednym z wierzchotkéw tej podstawy. Najwieksza
$ciana boczna tego ostrostupa jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem
60°, Zatem wysoko$¢ ostrostupa ma diugosé:

A.6cm B.8cm C.18 cm D. 16 cm.

11. W ostrostupie prostym podstawg jest trojkat prostokatny ABC, w ktorym
|<tACB| = 90° oraz |AC| = 6 i |BC| = 8. Wowczas spodek wysokosci tego ostrostupa
znajduje sie w odlegtosci:

A. 5 od punktu C B. 6 od punktu A
C. 8 od punktu B D. 0,5\/5 od punktu C.

12. Pole powierzchni bocznej walca o promieniu podstawy 5 cm i wysokosci 8 cm,
jest rowne:
A. 40 cm? B. 1307 cm? C. 407 cm? D. 807 cm?.

13. Pole podstawy walca jest réwne 9 dm?, a pole przekroju osiowego wynosi
24 dm?. Zatem objetosc walca wynosi:
A. 36m dm? B.32ndm? C.30ndm? D. 24w dm?.

14, Wysokosci dwdch walcdw sg rowne. Wiadomo, ze drugi walec ma 4 razy wigk-
sz3 objetoé¢ od pierwszego walca. Wéwczas promien podstawy drugiego walca jest
wiekszy od promienia podstawy pierwszego walca:

A. dwukrotnie B. czterokrotnie

C. osmiokrotnie D. szesnastokrotnie.

15. Kat rozwarcia stozka jest réwny 30°, a pole przekroju osiowego wynosi 4 dm?.
Tworzaca stozka ma diugosé:

A.2dm B.4 dm C. 243 dm D. 24/3 dm.
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16. Stozek o objetosci 800m ma wysokos¢ réwna 24. Tworzgca stozka ma dtugosé:
A. 10 B. 25 C. 26 D. 30.

17. Tangens kata nachylenia tworzacej stozka do ptaszczyzny podstawy jest row-
1
ny 1-5;. Niech P, oznacza pole powierzchni bocznej, zas P_— pole powierzchni catko-

witej tego stozka. Wéweczas:

4
A. Pc__'zpb B. P(: 1!5Pb C.P :gpb D. PC: 1,6Pb-

c

18. Wysokos¢ stoika jest rowna /44, a promien podstawy — 10. Zatem kat $rodko-
wy wycinka kota tworzgcego powierzchnie boczna stozka ma miare:
A. 180° B. 210° C. 240° D. 300°.

19. Jedna kula ma objetoéé¢ 27 razy wigksza od drugiej. Wtedy stosunek obwodu
wielkiego kota duzej kuli do obwodu wielkiego kota matej kuli wynosi:
A.3 B. 6 C.9 D. 27.

20. Miasto A lezy na réwnolezniku 20° szerokosci geogra-
ficznej pétnocnej. Jezeli przyjmiemy, ze Ziemia jest kula

0 promieniu R = 6300 km oraz © = 3, to odlegtoi¢ d mia- nA
sta A od réwnika (zobacz rysunek obok) jest w przyblizeniu d
rowna:

A. 1050 km B. 2100 km

C. 3150 km D. 4200 km.

Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 6.

6.232. Jezeli kazda krawed? szeécianu przedtuzymy o 1 dm, to jego objetosc zwiek-
szy sig 125 razy. Oblicz diugos¢ krawedzi tego szeécianu.

6.233. Objgtos¢ prostopadioscianu ABCDA,B,C,D, jest réwna 144 cm?, pole
podstawy ABCD jest réwne 12 cm?, a pole przekroju ptaszczyzng ABC,D, wynosi

123/10 ¢cm?. Oblicz dtugosc przekatnej prostopadtoscianu.

6.234. W graniastostupie prawidiowym czworokatnym wysokos¢ jest dwa razy

dtuzsza od krawedzi podstawy. Wyznacz:

a) cosinus kata nachylenia przekatnej graniastostupa do sciany bocznej

b) sinus kata miedzy przekatna graniastostupa i krawedzia boczng wychodzgcymi
z tego samego wierzchotka.
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6.235. W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym sinus kata nachylenia przekat-

nej $ciany bocznej do sasiedniej $ciany bocznej jest rowny % Oblicz stosunek

wysokosci graniastostupa do dtugosci krawedzi podstawy.

6.236. Objetos¢ graniastostupa prawidtowego tréjkatnego jest rowna 720+/3 cm?,
a wysokoéé ma diugos¢ 20 cm. Oblicz pole przekroju graniastostupa ptaszczyzng
przechodzaca przez krawedz podstawy i przeciwlegty krawedz boczng, jesli ta ptasz-
czyzna tworzy z ptaszczyzng podstawy kat 60°.

6.237. Podstawa graniastostupa prostego ABCDA,B,C,D, jest trapez prostokatny,
ktorego diugoéci podstaw wynosza: |AB| = 6 cm, [DC] =3 ¢m, a wysokos¢ trapezu:
\AD| = 4 cm. Wiedzac, ze wysokosc tego graniastostupa to 12 cm, oblicz:

a) dtugosci dwdch réznych przekatnych graniastostupa

b) cosinus kata dwusciennego miedzy ptaszczyznami (ABC,D,) i (ABCD).

6.238. Oblicz cosinus kata ostrego dwusciennego wyznaczonego przez dwie s3-
siednie Sciany czworoscianu foremnego.

6.239. Podstawa ostrostupa jest tréjkat ABC, w ktorym: |AC| = 13 ¢m, |BC] =13 cm
i |AB| = 24 cm. Wysokos¢ ostrostupa CS jest rowna 12 cm. Oblicz pole powierzchni
catkowitej tego ostrostupa.

6.240. Podstawa ostrostupa jest réwnolegtobok o bokach diugosci 3 cm i 7 ¢cm,
ktérego jedna z przekatnych ma dtugosc 6 cm. Spodkiem wysokosci ostrostupa jest
punkt przeciecia przekatnych podstawy. Wiedzac, ze wysokosc ostrostupa jest row-
na 4 cm, oblicz dtugos$¢ krawedzi bocznych.

6.241. Podstawa ostrostupa jest romb, ktérego bok ma dtugos¢ 15 cm. Kazda scia-
na boczna tworzy z ptaszczyzng podstawy kat 60°. Wiedzac, ze pole powierzchni
bocznej ostrostupa jest réwne 360 cm?, oblicz objetosc tego ostrostupa.

6.242. Wyznacz wysoko$¢ prawidtowego ostrostupa trojkatnego, ktorego krawedz
podstawy ma dtugo$é a, za$ pole powierzchni bocznej jest dwukrotnie wieksze od
pola podstawy.

6.243. W pewnym ostrostupie o objetosci 2400 cm? podstawa jest wielokatem,
ktérego obwad jest rowny 100 cm, a pole wynosi 600 cm?. Wszystkie Sciany boczne
ostrostupa sa nachylone do ptaszczyzny podstawy pod tym samym katem. Wyznacz
miare tego kata.
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6.244. podstawa ostrostupa jest tréjkat, ktérego boki maja dtugosé 13 cm, 14 cm,
15 cm. Oblicz objetos¢ ostrostupa, wiedzac, ze wszystkie krawedzie boczne maja

taka sama dtugosé, rowna 21% cm.

6.245. W ostrostupie prostym o objetosci V podstawa jest prostokat, ktérego prze-
katne maja dtugosc d i przecinaja sie pod katem «. Oblicz tangens kata 8 nachylenia
krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy.

6.246. Wysokosc ostrostupa jest réwna 16 cm, a pole podstawy wynosi 512 cm?.
W jakiej odlegtosci od podstawy znajduje sie przekrdj réwnolegly do ptaszczyzny
podstawy o polu réwnym 50 cm??

6.247. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym poprowadzono przekréj ptasz-
czyzng zawierajacq przekatna podstawy i prostopadiy do jednej z krawedzi bocz-
nych. Wiedzac, ze krawedzie podstawy i krawedzie boczne majg odpowiednio diu-
gos¢ a i 2a, oblicz pole otrzymanego przekroju.

6.248. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym kat miedzy krawedzig boczna
i pfaszczyzng podstawy jest rowny «. Odlegtos¢ spodka wysokosci ostrostupa od
krawedzi bocznej wynosi d. Wykaz, ze pole powierzchni bocznej tego ostrostupa jest

2d% - \[sinfa +1

réwne ——;
sin" ¢ -cosa

6.249. W czworoscianie foremnym poprowadzono przekrdj pfaszczyzng zawiera-
jacq wysokos¢ podstawy i przechodzaca przez srodek krawedzi bocznej niemajacej

punktu wspolnego z ta wysokoscig podstawy.
a) Wyznacz cosinus najmniejszego kata tego przekroju.

9411

4

b) Wiedzac dodatkowo, ze pole tego przekroju jest réwne , oblicz dtugos¢

krawedzi czworoscianu.

6.250. Podstawa ostrostupa jest tréjkat prostokatny réwnoramienny. Wysokogé
ostrostupa jest trzy razy dtuzsza od przyprostokatnej tréjkata w podstawie, a spodek
wysokosci jest wierzchotkiem kata prostego tréjkata w podstawie. Przekrdj ostrostu-
pa ptaszczyzna przechodzgcy przez przeciwprostokatng podstawy i wysokosé ostro-

stupa jest nachylony do ptaszczyzny podstawy pod katem « takim, ze tg @ = /2.

Wiedzac, ze pole tego przekroju jest rowne 8\/5, oblicz objetos¢ ostrostupa.
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6.251. Krawedz szescianu ma dtugos¢ 20. Szescian przecieto ptaszczyzna przecho-
dzgcg przez srodki trzech réoznych krawedzi wychodzacych z tego samego wierz-
chotka, Oblicz:

a) pole otrzymanego przekroju

b) odlegtos¢ ptaszczyzny przekroju od wierzchotka wspdlnego dla tych krawedzi.

6.252. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym wszystkie krawedzie majg jed-
nakowg dtugosé, rowng 20. Ostrostup przecieto ptaszczyzng przechodzaca przez
srodki krawedzi wychodzacych z jednego wierzchotka przy podstawie. Oblicz:

a) pole otrzymanego przekroju

b) odlegtosc tej ptaszczyzny od punktu wspolnego tych krawedzi.

6.253. Oblicz promieri podstawy walca, wiedzac, ze objetos¢ walca jest réwna
S5t dm?, a pole jego powierzchni catkowitej jest réwne 137 dm?.

6.254. Pole powierzchni bocznej walca jest rowne 10m dm?. Promieri podstawy
walca jest 0 4 dm diuzszy od jego wysokosci. Oblicz objetosc tego walca.

6.255. Réwnolegiobok o polu 30 cm? ma boki diugosci 6 cm i 10 cm. Wyznacz
objetosc Vi pole powierzchni catkowitej P, bryly powstatej w wyniku obrotu tego
réwnolegtoboku wokoét krétszego boku. Wyniki podaj w zaokragleniu, z doktadno-
$cig odpowiednio do 0,1 cm?ido 0,1 cm?,

6.256. Powierzchnia boczna stozka jest wycinkiem kofa, ktorego promien ma
12 cm, a kat odpowiada katowi Srodkowemu 270°. Oblicz pole powierzchni catko-
witej tego stozka.

6.257. Kule o promieniu r przecieto ptaszczyzng odlegia od srodka kuli o %r. Prze-

kréj ma pole 27 cm?. Oblicz objetosé i pole powierzchni kuli.
6.258. Przez $rodek wysokosci stozka poprowadzono prosta rownolegta do two-
rzacej stozka, ktora ma diugosé d. Wykaz, ze dtugosc odcinka bedacego czescia

wspolng tej prostej i stozka jest rowna %d.

6.259. Wykaz, ze jesli kat rozwarcia stozka ma 120°, to pole powierzchni bocznej
tego stozka jest rowne polu powierzchni bocznej walca o takiej samej podstawie
i wysokosci.
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*6.260. W kule o promieniu R wpisano stozek, ktérego tworzaca jest nachylona do
ptaszczyzny podstawy pod katem «. Oblicz pole powierzchni catkowitej P, i objetosc
stozka V.

*6.261. Rozpatrujemy wszystkie stozki, ktorych tworzaca ma dtugosé 6. Wyznacz
objetosc tego stozka, ktérego przekréj osiowy ma najwieksze pole.

6.262. Trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej majacej dtugosé 2+/3 cm obraca
sie dookota jednej z przyprostokatnych. Jaka diugos¢ powinny miec¢ przyprostokat-
ne, aby objetos¢ otrzymanej bryty byta najwieksza?

6.263. Rozpatrujemy wszystkie otwarte pudetka (bez gérnej podstawy) o podsta-
wie kwadratowej i objetosci 0,5 litra. Wyznacz wymiary tego pudetka, ktére ma naj-
mniejsze pole powierzchni catkowitej.

6.264. W kule o promieniu 6 cm wpisano ostrostup prawidtowy trojkatny o naj-
wiekszej objetosci. Wykaz, ze ostrostup ten jest czworoécianem foremnym, ktérego

krawedZ ma dtugosc 4\/(; cm.

6.265, Wéréd walcow wpisanych w kule o promieniu 5 cm znajduje sie taki, ktore-
go pole powierzchni bocznej jest najwieksze. Oblicz objetos¢ tego walca.
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Odpowiedzi do zadan

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna
Potega o wykiadniku rzeczywistym — powtdrzenie

1.1. a)1470 b) 18 c) 54 d) 1110

17 13 17 19
12 a) 2% b) 54 c) 67 d)3 ¢
i}
1.3. a)x=12, y=1, 85% b)x=0,24, y=9, 3750%
1.4. 3a)n b) m
15 a)z4 b) 1,2 c) 2,25 d) 56,25
6. a)Z b) 4 c) 10% d) 125

1.7. a)0,65 b) 1 c) 12,5 d) 0,05
18. a)y>x b)x>y clx>y dy>x
19. alu<z<y<t<x b)y<u<t<x<z

110. 2)4  b) —1% 025  d)-45

111. a)2-v3 b) “‘/g_ﬁ, V642 g-= 5 gy
2 2 i
va 8 22 g
3
3
116 ) —X_  box oL asix+ln
xz—l] e

Funkcja wyktadnicza i jej wiasnosci
1.18. fix)= [%J ; fix)>2dlaxe (=, -1)

1.19. flx)=16" f(x) = 1dlax € (0, +=)

1.20. a)n<p<i<k<m bjn<l<m<p<k

1.21. a)m<n bym<n c)m=>n dym=>n

1.22. a)dodatnia b) ujemna c) ujemna
d) dodatnia e) ujemna f) ujemna

1.24. a) parzysta b) nieparzysta ¢} ani parzysta, ani nieparzysta
e) parzysta f) nieparzysta

1.25. 4; wskazéwka: Zauwaz, ze (3* +37)2=9* + 9% + 2,

d) parzysta
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1.26. 5

1.27. a)(3,+%) b)(-=0,-5) ¢)(0,+x)  d) (-0, -12)

1.28. a)(0,2) b)(1,4) ¢ [—2,-12—] d) (-5, -3)

1.29. a) <%, @> b) (256, 512) ) <3,1> d) (49, 117 649)
243 " 6561 9

Przeksztatcenia wykresu funkcji wyktadniczej. Rozwigzywanie zadan z zastosowa-
niem wykreséw funkcji wykiadniczych

1.30. a) b)
Ay AY
-6 -6
kg +5
y=2""1-4 T2 i
2 13 ' 43
+2
___\

+1




Matematyka. Zbidr zadarn. Klasa 3.

1.31. a)h(x)=-3"-1

1.32. ajglx)=2*"?-1
b)

b) glx) = —[%) +1 ) (-1,+=) d)-80

a) glx) = [%) 4 b)(0,-3) d)(-2+x)
a)glx) =2 c)3 d) (2, +)
a) flx) = (%) b) wskazéwka: g(x) = 2*— 2. c) (1, +=) d) tak

a) 3%
-4 -4
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Odpowiedzi do zadari

d)

AY
4

c)

— —_—
L by
~ +
g 7
wo
w w
= x
LI

—

k3

N ¢

-l _ T =

S =T

st I,

1.38.a)y

—_— —
() 5
% =+
Vo &
— —
w w
o >
R
—
i -
V\-\.|l../ m
e ok
— N
o N,
Il
=,
=
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Matematyka. Zbiér zadan. Klasa 3.

1.39.
1.40.
1.41.

1.42.

[ 1 x+3
[5] , jesli xe (-0, —1)
Ay=48"3, jesli xe(-1, 1)

2%, jesli xe (1, +)

1

217, jesi | <4

[SJ jedli x e(—o )

1 x=2
d)y= (EJ . jedli xe (-2, 0)

8 3, jedli xe(0, +»)

a)x € {1, 3} b)x € {-2, -1} c)xe{-1,1} dyx=2

a)x e (=, 0) b) x € (—=, 3) ¢)x e (—m, 1) W (2, +0) d)xe(-1,1)
a)x=-2,y=4lubx=1,y=0,5 b)x=1,y=3 c)x=4,y=1lubx=5,y=3
d)x=-3,y=1lubx=1,y=4

a) rownanie nie ma rozwigzar dla m € (~=, -2); ma jedno rozwiazanie dla m e (-2, +x)
b) réwnanie nie ma rozwiazan dla m e (=, 4); ma jedno rozwigzanie dla m = 4; ma
dwa rozwigzania dlam (4, +x)
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¢) réwnanie nie ma rozwigzan dla m e (-1, 1); ma jedno rozwiazanie dla

m e (—oo, —J§) w1, 1}u (\@, +x); dwa rozwigzaniadlam e (—\E, ~1)u (1, \5)

d) réwnanie nie ma rozwigzan dla me(-2, 2); ma jedno rozwigzanie dla
m (-, -2) U (2, +22); ma nieskoriczenie wiele rozwigzan dlam e -2, 2}

143, me (-9, -1)U(1,2)
1.44. m e (—»,-3) U (0, +:0)

Réwnania wyktadnicze

1.45. a)x=-2 b) x=2 c)x=-1 d)x= ejx=2 flx=3

1
2
1.46. a)x=-3 b)x=2 t:).\r:E d}x:l
3 9

1.47. a)x=1 bjx=2 c) rownanie sprzeczne d)x e {—1%, 1}

1.48. a)xe {_?1,0} b)xe {~5,-1, 5} ¢)x= :21~ d) x € {2, -2, V2)

1.49, a)xe{0,17} b) x € {2, 5} c)xe{1,4) d)x e {-4, 2}

II> d)xe{—l,ll-

3]

N

1.50. a)xe{-2, 4} b)x e {-1, 4} c)xe {—4,
151. a)xe{-2,-1,2) b) x € {-1, 1} ¢)xe{-1,0,3) d)x=3

152, a)xe {—%,3} b]x:l% c)x =24 d)x e {-7,8)

L

1.53. a)x=0 b)x=-2 c)x=-6 d)x=-2 e)x=4,5 f}x:--%
1.54. a)x=2 b)x=2 c)jx=1 djx=1,5 e)x=-15 f}x:%

1.55. a)x= 1% b)x € {-3, 1) c)xe{-1,2} d)x=-3
1.56. a)xe{-2, -1} b)x=0 c)x=-2 d) réwnanie sprzeczne

1.57. a}xe{o,%,l} b)x € {2, 3} c}xe{o,%l d)x e {1, 2}
1.58. a) réwnanie sprzeczne b) x € {0, 2} c)x e {-2,2} djx=2
1.59. a)xe{-1,1} b) x e {-2, 2} c)xe{-22) d)x e {-2, 2}
1.60. a)x=2 b) x € {0, 2} ¢} x=3 d)x=5

1.61. a)x=10 b)x=4 c)x=3 d) réwnanie sprzeczne

O o e I



Matematyka. Zbiér zadari. Klasa 3.

1.62.

1.63.

1
ajx=—— b)x=-1
Eory )

x=2 x=1 x=0 x=3 x=4
a){ b){ c}{ v { d}{ _
y=3 y=2 y=3 y=0 y=1

Nieréwnosci wyktadnicze

1.64.

1.65.

1.66.

1.67.

1.68.

1.69.

1.70.

1.71.

572

1:73:

1.74.

1.75.

1.76.

a]xe[—w,—%] b)xe(-»,-2) c¢xeR dxe (-0 e)xe(—m,—%)

fix e (-ﬂo,—l}-]
7

a) x € (—»o, -3) U (-1, +x) b)x e (-3,5) ¢) nieréwnos¢ sprzeczna
d) nieréwnos¢ tozsamosciowa

a)x e (~o0,-1) b) x € (-, 4) c)x € <%, +w] d) x e (8, +x)

a)xe(-0,-9) b)xe [—w, 1§> c)x € (-7,+0)  d)xe(-1,+x)
a)xe (0, 8)uU (5 +x) b)xe (—oc,—%>u(1, +0)  c)xe (-0, -2) U (4, +x)
d)xe (-2, 1)

a)x € (-0, 00w (l,+x) b)xe (-x,-3)U(0,+x0) c)xe(—w,—z)u[—%,+w]

djxe <§1J ) xe (=0, 1) U(T, 40)  flxe (—z,%>
a)x € (~oo,-1) b) x € (~=, 0) c)xe(-=1) d)x e (-3, +x)

a)x € (—», —1) W (3, +x) b) x € (o, 1) c)xe [-m, —%>u<—%,+m]

d) nieréwnosc sprzeczna

a}xe(—w,ﬁ)u<§,+m) b) x € (1, +) c)xe<%,+w]u{0} d) x € (-4, -1)

a)xe{2) b)xe(-35 c)xe(2+») dlxe (*“—‘;%}U (8, +2)
a)xe (2,00 b)xe(0,+x) c)xe (w2 (3,+0) d)xe(23)
e)xe (0,1%) f) x & (—o¢, 0) U (1, +x)

a)x e <§, +m] b)xe(3,+%) c¢)xe [—w, -§> d) x € (-, 4)

X e (—=x, 3)




Odpowiedzi do zadari

1.77. x e (2, +x)
1.78. a)xe{1,2,3} b)x € {1, 2} c)x e {1, 2} d)xe{1,23,4,5,6,7}

1.79. a)xe [—2, é] b)x € (-2, 0) c) x & (0, +=)

d)x e (—0, 1)

1.80. a)xe€ (-=,2) b) x € (—oo, -1) t) x € (—o0,—1) d) x € (2, +)

Zastosowanie réwnari i nieréwnosci wykfadniczych w rozwigzywaniu zadar
1.81. m=3;a,=9n-1

1.82. x=2;5,,=470

1.83. a)x=2 b)a,=3%""7

1.84. m=1;S$,,=1359,960938

185 m=1

1.86. me [—Cﬁ',~5%>u<—5, +a0)

1.87. me (0, +x)
1.88. m € (~=, -2)
1.89. m € (-, -5) v {4}

1.90. me (-, -1)u (1§,+mJ

1.91. me (-, 0) U {2}
1.92. me (=2 0)

—2 =, : = = = T {
1.93. a]xe{—x, = ol Z_?E,n} b}xa{—zi_ﬂ -2n —m m 2x 4::}

. ’ ) ’ ’

s 3 3 3 3 3

1.94. a)xeR- a:a:E-:-krt,keC b]xe[i, E]u{ﬁ, 3—?{]
2 4 2 4 2

Logarytm = powtérzenie wiadomoéci
1.95. a)<4 b)7 €3 d-1 &6 N6 g3 -2

2
1.96. a)2 3 b) 7,5 €)-1,5 d)-2,25 e) 6,5 f)-4 % g) 3,5 h) 2 g

7
197 44> b5)-8= g4t @il g-L gl
4 6 12 12 20 3

198. a)4 b)-2 o4 d1 e2 fH2 g-1 h)-15
1.99. a)3 b)1 ¢)7 d)-4

1
1100.2)2  b)2500 c)SZ% d27 €4 M1 g}% h) 37,5
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1.101.

1.103.
1.104.

1.106.

1.107.

1.108.

dx=ail  blx=12  gx=—2 dx==5 ex=-1 fr=-
2 2 6 7

m=n=-3

k=1=30
" -2 4

a) g~ b)2b+4 c) 2 d) .
a a+1

g 2a+b b) 20-b 2(1+ab+b) d) 3+2ab
3 2 3(1+a) 3a

a) a+2b b 3a—-b+5 0 2a+3b d 2b—-4
1-a a—b+1 1-a 2+2a-b

Funkcja logarytmiczna i jej wtasnosci

1.109.

1.110.

1,111

1.112.
1.113.

1.114.

1.115.

1.116.

1.117.

1.118.

1.120.

J3

3
a)0,5 b) —
) )3

a)xe (0,%) b) tak

a)k=1 b)k=-2 c)k=0 d) k=-2 e)k=1 flk=-1
glk=2 h)k=-3

a) ujemna b) zero c) ujemna d) dodatnia

aJa<b b)a<b cja>b da>b

a)x e {logg 4, +°0J; np.5; 6 b)x e (—ac, Ioghgc’t); np.-1;0
5

c)xe (|Og3ﬁ %; +°°]; np.0; 1 d)x e [—so, it:igE 8]; np.2; 1

2
a) D = [—‘-’I‘, 1%] b) D = (D, 1) C) D= (43: _4) W (_1J +:‘T")

d) D= (-, -1) U (1, +x) e)D=R-{2} f) D= (0, +=x)
a)D=(-1,0)w(0,2) b) D= (-, 1) U (-1,0) v (0, 1) W (1, 3)

¢) D= (o, —Ji)u [—\E,—l)u[B, +a0) dD= (4%,+w]
e)D=(-3,-2) v (-2,-1) U (0, +x) fyD=(1,2) v (2, +x)
alme [%,—19 byme(-2,2) me(0,1) dme [-x-,—:;%] W(2, ¥60)

a)m e (2, +=) b)m e (-1,0) (0, 1) c)m e (—», 3) U (5, +=)
dme(0,1)w(1,2)

a) IongZ b) log,7 c)-4 d) Iog\gs

3
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1.123. a) nie s3 réwne, bo D;=(2, +m), D,=(-0-2)u(2,4+0) b)saréwne ¢) sg réwne
d) nie sa réwne, bo D;=R—{0}, D, = (0, +x)

Rozwigzywanie réwnar, nieréwnosci oraz uktadéw réwnan z zastosowaniem
wykresu funkcji logarytmicznej

1.124. # Y

a)D= (-2, +x) b) -3 c) nalezy

a)D =I{—3, + ) b) (0, -2) c) x e (-3, 6)
1.126. a) g(x) =log,(x —1)~3 b)x € (2, 5); g(x) <~2, jeslix & (1,3); g(x) >0, jeslix € (9, +x)
1.127.
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1.129. a) | b)

fix) = log: ||

2 )= logytx+ 41

i 1 il L il 1 P
L) R ] T L] ol L) T T Ll L
—sﬁ4u_3—_z_—1i11 23456X

9123 45%

P2
1.130. AY H AY i
TH e i | i) = Togyix=3)
13 f[J_c] -Elcg,{x -Bx+9) 13 144 B:
\_2 i 45 E /
5 H NE H .
1 ] R : ] i o i i 1 i i | i [ -
AP iR A S 6 X R AERY RRRY
D, =R—{3}; f(x) = log,|x — 3| D,=(3, +x)

1.131. D;= (-2, +=); f(x) = Iog3 % = Iogls— Iog_1 (x+2)=-3- Iogl(x+ 2); x € (-1, +=)
2

2 2 2

H AY

! gl | [ | s

L1 1g | JMzleRsrs
t‘—;fﬁz S 67X

: -

i =2

]

R

L[ 14

I

1.132. f(x) =logyx, D =(0, 2), ZW = (-, log;2)

YA
1+

10,2} bt /

1 ¢ | |3

>
X

fix) = log,(2x—x') - logs(2 - x)
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log,(x+2) dla x€(0, 2)U(2, +=)

1.133. D=R—{-2, 2}, f(x) = :
{ h i) log,(2—x) dla xe(-=, -2)u(2, 0)

ZW=(1,2) U (2, +)

y 51 Jl; |
5 = g |
Jf[x]l—logzl_,'rl_i;E La !
PENEEPR.NEREEN
—5-5—4—342—1'_‘111 23456X
1.134. a) f(x) = |x|, D=R—{0},
ZW = (0, +x)
flx) 410"
TENE
b) flx)=2,D=(0, 1) v (1, +x), v
ZW={2} :
3 flx) = xo¥
2
1
~'3-'2—1l°1'1 2345678 9%
-
c) flx)=[x-1, D=R-{1},
ZW = (0, +x0)
8 X
d) f(x)=2,0=(0, 1) U (1, +x), ;
2w = {2} :
_{X]:Iog}x
3 = fog x
2 <
1J[ |
—'3—[2~'1JF1'1 7445 678 8%
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1.135.a)x=3 b)x=1 c¢)xe{l,3} dixe{-1,1}
1.136. a) x € {4, +x) b)x € (0, 9) c)x € (2, +x) d) x € (-5, 5) — {0}
1.137.3)(2,-2) b)(3,1) <¢)(-3,2),(4,5)  d)(10,3)

Réwnania logarytmiczne
1.138.a)x=1,5 b) rownanie sprzeczne c)x=0,25
d)x e {-1, 2} e) rownanie sprzeczne f)x e {2,3}
1 1
.a)x=9 b) x=98 c)x=16 d)x:—z e)x=1 f)x=g
.a)xe {—Jg, Jg} b) x € {-2, 2} c)x e {-1,1} d)x € {2, 2}

.a]x:1 b)x=1 ox=1 d}xz_i
5 6 4

.a)x=3 b}x:% c)x=8 dlx:% e)x=2 f) x =100

.a)x=8 b)x e {6—4J§,6+4J§} ¢) réwnanie sprzeczne d)x=3
e)x=2  f)réwnanie sprzeczne

.a)x=3 b) réwnanie sprzeczne c)x=4 djx=2 e)x=2 fyx=0

.a)x=3 b)x=16 c)x=-0,9 d)x=—3§

e)x=64 flx=1 g)xe{-4,4 h)xe{4,6}

.a)x=5 b) réwnanie sprzeczne c)xe {1%, 10} d) x=37

.a)xe{7,15} b)x=8 c)x=6 dx=4
ca)x= —% : wskazowka: D = (-1, 0) w (0, +=). Zapisz rownanie w postaci

1
2log,|x| — 2 = 2log, (x + 1), a nastgpnie w postaci log, A =1; b)x=2 E
xe{4,2) d)xe{-11,3} x+1

.a}xe{;—i,Z} b}XE{3,3+Ji} c)xe{-5,3} d)xe{_l—;hﬁ_l_,—S,d,.—l-Fz 161}

b)x=5 c)x=1 d)x=10
l 3 i l
31'9} b)xe{2,32) ¢xe{d2,4 d)xe {25, 5,5}

o

,100} b) x € {100, 1000} c)x=100  d)rownanie sprzeczne
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1.153, a}xe{wsfg, 5} b) x= % c)xe {%,4} dixe JE 9} e)x=25

19’
2
f)XE {T,ZJI

1.154.3) (2,18),(18,2)  b)(100,10) ) (2, 2), {8,%] d) (2,2)

Nieréwnosci logarytmiczne
1.1 2
155. 5, +2 % 3 —2—,1-] d)xe |95, +x
1.155. a) x € (5, +m) b) x € ) c)xe( 543 ) x ( 2 y}
e)x e (—%,1> f)x € (0, 3)
1.156.a)x € (-0, 1) U (5, +%)  b)xe (-11,-2)U(-2,7)  ¢)x € (~,~13) U (3, +o0)
\
d) x € (—=, 6) (8, +=x) e)xe [% 1 'u[l,lgj f)x € (-27,-2) U (-2, 23)

y

1.157. a)x € (0, 2) W (3, 5) b)xe(-1,1)w(3,5) c)xe(-2,-1)u(-1,0)
d)x < (0,1)w(3,4)

1.158. a)x € fm%] b)xe(l,+0) cxe <§1]
\

f 3y
1.159.a)x € ] b)xe(2,4) c)xe (2 4)uU(16,+x) d}xet%,iu@ﬁ]

0| =

(1o
\
1.160. a) x € (0,%] W (100, 1000) U (100 000, +2)  b)x & (0, 1) L (2, <)
c)x e (0,1)w (16, +x) d)x € (0, 1) U (9, +x)

1.161. a)x _(O,EJ (9, +m:) b)x e <l,4> C)xe [1,5]
\. 9 4 5

d)x e [0,i> (81, +x)
81

1.162. a)x € (-3,~6) U (V6,3)  b)xe(0,+%) c)xe(3,4) U (6, +)
d) x € (-4,-3) U (8, +x)

1163.a)x€(0,1)U(v3,9)  b)xe(3,40) c)xe(0,2) U (4,+x)

d)xe [2_ %]u(l, 2"5]

1.164.a)x e (1,+»)  b)xe (—1%,41 U(-1,0)w (0, 4)

i



Matematyka. Zbicr zadan. Klasa 3.

c]xe{—S,—l}u[ -

d)xe (0, =1) U (—1,0) v [E,IJ U [11,+oc]
2 2 2

a)x e (%,\ﬁ] b)x e [_%’“J_E_—_Z] c)x e [%,2) d)xe(\@,loo}

2
a)D=(-5,-4)U(-4,-2) U (2,3) b)D=(-2v2,2)U(2,2V2)

c]D:[-oc 5_‘[5] u{s'hﬁ +er] dJD—<£ 0}u<1+‘/§ +w]
"2 N N2 2 "

1.167. x € (1, 4)
1.168. x = (0, 100)
1.169. x € (0, 27)
1.170. x € (-1, 2)

Réwnania i nierdwnosci logarytmiczno-wyktadniczo-potegowe

1.171. a)x=0 b)x=0 c)xe{2 3} d) x € {0, log 9}
1.172. a) x € {1, 2} b)x=0 c)x=-2 d)x e {-1,1)}

1173.a)xe(1,4) b)xe [0,3_2‘/§] v [3+2‘E,3] o)xe [%,m]

d)x € (1, 2) v (64, +=)

a)x e [Eoga1 JE Iagﬂ%] b)x € (0, 1)
cxe(2=6,-2-=V5)U(2+5,-2+6) d)xe(=0,-2)
1.175. a)x € {i,ml b)x=100 <¢)xe {1,3} dxe {E,ZS}
10" 9 5

1.176. a) (2, 6) b) (2, 4) c) (125, 4), (625, 3) d) (8, 5)

Zastosowanie réwnan i nieréwnosci logarytmicznych w rozwigzywaniu zadan

1
1.177. Ukiad jest oznaczony jeslim & (0, EJU(E,Z) W (2, +x)
=1
T L
log; m—1 il 1
; X<y, jeslime | 0,=
_ —log, m 2
logim—1
1.178. x = log,5; réznica cigqgu r =log 2
1.179. x=8, 5,, =420
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1.180. x=4,b,= 22-n
1.181, 501 501
1.182. E
7
1.183. m=1
1
1.184. m e (O,—]
3
1.185. m € (0, 8)
1.186. a) AY b) Ay
2
13 =
’I< y=2,x>0
o
_:1 =1,
=E AL 280 HEN § 4T BIY
T-1
o d  va
31
31
1+ x € (0,1) (1, +n)
y e (=1,0)u (0, +x)
-1 [ 3 45X
o R T B RIS i i e Sy
R i 4 5 X
+-1
1.187.
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1.188. m € <—3%, —2>

1.189.a]x:g+2knvx=§n+2k:r,kec b}x:§+2kn,kec

s T
c}x=—4—+k:rc,ke(.‘ d]x=z+2kn,kec

1.190. a)xe(f, E]uf—“, 1’5] byxe(Z, E]u 33,3)
4’ 2 z 3 6" 4 i
e (65 _d},,e<1, 5m\ (18 17n
6 12' 12 12’ 12

Zastosowanie funkcji wykfadniczej i funkcji logarytmicznej do rozwigzywania
zadan umieszczonych w kontekscie praktycznym

1.191. a) M(t)=(0,8)" - 50, gdzie t > 0 b) po 3 latach

1.192. a) 90°C b) 60°C c) 10 minut

1.193.3) 2,14 m b)3m c) W(n)=2:(1,07)", gdzien € N. d) po 35 latach
1.194. a) 8400 zt b) K(n) = 8000 - (1,05)" c) po 3 latach

1.195. a) L(n) =600 000 - (1,004)", gdzien € N.  b) ok. 607230  c) ok. 2%

1.196. a) o 8000 zt b) 3 lata ¢) po 4 latach

Test sprawdzajacy do rozdziatu 1.

Numer zadania ¥ 2 3 4 | 5| 6 78] 9]10
Odpowied? C| D B D| A|A C B B D
Numer zadania | 11 [ 12 | 13 | 14 | 15| 16 | 17 | 18 | 19 | 20
Odpowiedz A|lC|A|(D|A|B|D|D|C|A

Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 1.

1.197. k=-3 = ; A(O, —21J
2 2

1.198. p=4

1.199. a) 5 b) 4 C)xe [2—];,-»@]
64

2
1.200. p=5 a)l1- b) x € [5—1—,+c0)
3 16

1.201.a)2 b)-2
1.202. x=-9lubx=11;r=12
1.203. x=0lubx=3
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1.204,. x= 16%, wowczas g =-5 lub x = 2 wowczas g =5
1.205. x=4,r=8
n T Jrr 3r)
1.206. a)x=1 b)x=0 C)x=—+2knlubx=—=+2km, ke C dxe{—, —;
4 4 Y
1.207. aJx=—§+2kmke C bjx=2kmkeC
1 19 4
c}xe(Z——,2+\/ﬁ] d}xe<£+2kn,z+2kn>,kec
\ 10 _ 4 4
1.208. a) x € {-2, 1, 2}; wskazéwka: Zapisz réwnanie w postaci (2* - 2)(x* - 4) = 0, nastepnie
skorzystaj z wlasnosci iloczynu.
b) x € {30, 100}
c)x=4 d)x e ~[1,243}
(3
i 9 \
1.209. m e [35,+:c]
1.210. me 3_‘/3, 3>
8 3
1.211. glm) A
2~|» =0
IJ_. ™ |
o ]o HERREEAES
3

2. Analiza matematyczna
Powtdrzenie i uzupetnienie wiadomosci o granicach ciagéw

2.1

2.2,

23

2.4,

3 -3
a)2 b) -4 c)3 d)o e) : f) =

45 bid c)% A8 €0 2

a)-  b)+o ¢+ d)wo  e)+e  f)+w

-1
n

,8dzien>0,to lim @,=0i lim — nie istnieje

fi—s n—s ]

nie jest prawdziwe; np. jesli a, =
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Granica funkcji w punkcie
25 a)o b) 8 c)-3 d)3 e)ll f)7

26. a)3 b) 2 c) % d)1 e)7 f)6

=], =2 3
27. a)4 b) % c)o d) 5 e)—z- f) 7

1 1 1
28. a)3 b)1 c) = d) — e) 27 f) —
) ) 14 )12 ) }48

1 - =100
29. cnp.g,=—, b, . lima,=limb,=0 lim f(a,)=— lim f{.\';vﬂ}=l
n n nox nN—3x n—s> 2 nowm 2
a) istnieje granica; lim f(x)=3 b) nie istnieje granica
X0
¢) istnieje granica; lim f(x) =3 d) istnieje granica; lim f(x)=3
x—»0 X=Q

e) istnieje granica; lim f(x)=4 f) nie istnieje granica
xX—»a
Obliczanie granicy funkcji w punkcie
-7 =1
211. a)7 b)-36 ¢4 d) 210 e == f) =

212, Wk g8 gl 985 B
5 8 3

2.13. Bl-t6 983 @2 &z B
12 8 2

3 -1
2.14. a b) — c) — d) — e)3 f)12
)4 ]6 )2 ) )

2.15.

2.16. a)o b)0 c)0
2.17. a)o=64 b)a=36
2.18. 0

Granice jednostronne funkcji w punkcie

2.19. a)granica w punkcie 1 istnieje i jest réwna 0.
b) granica w punkcie -2 nie istnieje
¢) granica w punkcie O nie istnieje
d) granica w punkcie 3 istnieje i jest réwna 2
e) granica w punkcie -2 nie istnieje
f) granica w punkcie 0 istnieje i jest réwna 1

220. a)2 b0  ¢-1 &3 f}_?l
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2.21. a)2 b) nie istnieje c)-22 d) 3 e) nie istnieje f)

222, a)1 b) nie istnieje c}% d)5
Granica funkcji w nieskonczonosci
223. a)2 b)-2 c]% d)-7 €0 f3
1 1 4
2.24, a) = b) 0 c) = d) 0 e) — f) =
) 3 ) ) 3 ) ) 5 )

2.25. a)o b) ;: c)4 d)2 e)0 f) ;

2.26. a)-5 b)0 c) 17 d) -5 e) 22 f)3

1 =1 -2 2
227. a)= b)— o — d)= 3 f)-3
13 ) 3 153 kg )

228. a)0 b)1  )-25 d0 e)-11 f)-10

Granica niewtasciwa funkcji ‘
2.30. a)+w= b) +=x c) —x d) o e) —w ) o0 ‘
2.31. a)+x b) —eo c)—w d) + e) +m f) +o0
2,32, a)+= b) - c) +oo d) —c e) —x f) 4o
2.33. a)+w b) —= c) —o d) +o0 e)+x f) +0
2.34. a)+x> b) + c)+x  d)—w e)-w  f)—wx
2.35. a)+x b  c])+ex d-0 e} fliw
2.36. a)—=x b) —o c) += d) +» e) —w f) =
2.37. a)+c  b)—x ¢j-w d)-c e)-x fjwo
2.38. a)+= b) —= c) - d) += e) —xo f) +oo
2.39. a)+wm b) —=o C) + d) + e) f) —c0

Ciggtosc funkcji w punkcie

2.40. a)jest ciaggta b) jest ciagta ¢) nie jest ciggta
d) jest ciggta e) jest ciggla f) nie jest ciggta

2.41. a)jestciagtia b) jest ciggta ¢) nie jest ciagta
d) jest ciggta e) jest ciagta f) jest ciggia

242. a=6

3, jesli x=0

2 jedli x=0 ; funkcja f jest ciggta w punktach —1, 1, natomiast nie jest cia-

2.43. f(x)={

glta w punkcie 0

e ——— e



224

Matematyka. Zbiér zadan, Klasa 3.

2.44,

2.46.

0, jedli xe(—o»,— l)u(l, + oo)
fix)=41, jesli xe{-1,1}

2, jesli xe(-1,1)
funkcja jest ciggta w punkcie 0 i nie jest ciggta w punktach -1, 1
3;-6

Ciggtosc funkcji w zbiorze

247. a=3luba= 2
3
2.48. a=-15b=7
249, a=-2,b=-14
2.50. a= = pb= =
11 11
251. a=0,b=24
2.52. wskazowka: Rozwaz funkcje g(x) = f(x) — x, gdzie x € (0, 1). Korzystajac z twierdzenia
Darboux, wykaz, ze funkcja g ma miejsce zerowe.
2.53. tak
2.54. wskazowka: Rozwai funkcje v = h(x), gdzie h(x) = f(x) — g(x). Wykaz, ze funkcja h ma
miejsce zerowe nalezace do przedziatu (-3, -2).
2.55. wskazowka: Rozwaz réwnanie f(x) =160 i zapisz je w postaci f(x) + 160 = 0. Oznacz
W(x) = f(x) + 160 a nastepnie oblicz W(3) i W(4).
2.56. wskazowka: Zapisz rownanie w postaci W(x) = 0, gdzie W(x) jest wielomianem. Sko-
rzystaj z twierdzenia Darboux.
2.57. wskazowka: Rozwaz funkcje g, gdzie g(x) = f(x) — f(x + 1), x € (2, 6). Nastepnie oblicz
g(2), g(4), g(6) i skorzystaj z twierdzenia Darboux.
-1 =1
2.50. a) ZW = —,~> maw={1Y  gw-wzn @aw=(22B
9 25 15" 3 3
Asymptoty wykresu funkcji
2.60. a)x=5 b) nie ma asymptot pionowych c)x=2 d)x=0
e)x=0,x=2 flx=-3
2.61. a)x=-3 b)x=-4,x==5 c)x=-2 d) nie ma asymptot pionowych
e)x=-2,x= _?2 f) nie ma asymptot pionowych
262. a=1,b=-6
2.63. a=-8,b=16
264. (a=-1ib=-12)lub(a=-6ib=8)lub(a=-8ib=16)
2.65. nieistnieja
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1 ;
2.67. a)y :ExT 3 b)y=x c)y=5 d) nie ma asymptot ukosnych

e)y=0 fly=2x+7
2.68. a) y=3x—15 asymptota ukosna prawostronna y = —3x — 15 asymptota ukosna lewo-
stronna
b) y =4 asymptota pozioma prawostronna y = —4 asymptota pozioma lewostronna
c) y=-x asymptota ukosna prawostronna y = x — 4 asymptota ukosna lewostronna
d) y = x - 2 asymptota ukosna prawostronna y = —x asymptota ukoéna lewostronna
e) y =x+ 3 asymptota uko$na prawostronna y = —x - 3 asymptota ukoéna lewostronna

1 ; 1 3
f) y=2x- 7 asymptota ukosna prawostronna y = —-2x + : asymptota ukosna lewo-

stronna

2.69. a) y=3x+9 asymptota ukosna lewostronna y = —1 asymptota pozioma prawostronna
b) y = —2x asymptota uko$na prawostronna, brak asymptoty ukosnej lewostronnej
c) y =0 asymptota pozioma obustronna
d) y =-3x— 18 asymptota ukosna lewostronna, y = 3x — 18 asymptota ukoéna prawo-
stronna

2.70. a) x=—7 asymptota pionowa; y = -2 asymptota pozioma
b) x = 2, x=-3 asymptoty pionowe; y = 0 asymptota pozioma
c) x=-1 asymptota pionowa; y = x — 2 asymptota uko$na
d) x = 1 asymptota pionowa; y = 2 asymptota pozioma
e) x=1, x =-1 asymptoty pionowe; y = 3x — 2 asymptota uko$na
f) x= 3 asymptota pionowa; brak asymptot ukoénych
2.71. a) x=-2 asymptota pionowa, y = 1 asymptota pozioma
b) x =—1 asymptota pionowa y = x — 4 asymptota ukoéna
¢) x =0 asymptota pionowa, y = 0 asymptota pozioma
d) y = 2x asymptota ukosna
e) x =3 asymptota pionowa y = 1 asymptota pozioma lewostronna y = -1 asymptota
pozioma prawostronna
f) x=-2 asymptota pionowa prawostronna, x = 2 asymptota pionowa lewostronna,
y= bx — 6 asymptota ukosna prawostronna, y = —6x — 6 asymptota ukosna lewo-
stronna

Pochodna funkcji w punkcie
272, a)f(3)=-2 b)f(-1)=3  ¢f(2)=-13  d)f(5)=-10

4= =2 B
of@=— N3

1}

2.73. a)f'(5)=150 b) f'(-2) =-17 c)f(1)= _?1 d) f'(-2)=-3

(1)= 2+ 3)= =
afi=2 3=

2.74. a)istnieje b) istnieje ¢) nie istnieje d) istnieje e) nie istnieje
f) istnieje
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Funkcja pochodna

2,75,

2.76.

2.77.

2.78.

2.79.

2.80.

2.81.

afx=0 bfl=-3 f=6 dfl=-2x e)fl=

f)f'(x)=3x—8x+5
a)f'x)=x-x2+4x Db)f(x)=5x"-8¢+1
o) fl(x)=-24x"+20x*  d)f'(x)=6x>~36x°

e)f'(X)= 6 +7¢—x  f)f(x)=10x° + 100x* + 1000x**

' T .3
a) f'(x) = J§+2 b]f(x]=_J;+x_2
, 2 1 , 1
c) f{x}=ZX—?+m d) f[x):st—m

(] 4 6 ' 1
e) f'(x)=5x —6x2+1—? f) f(x):m

a) f'X)=24x° ~5x*+8  b) f'(x) =322+ 18x? — 24x -9

10x +3

c) f'(x) =5x* + 8> + 9x* + dx + 1 d) f'(x) = 14x5 + 30x* + 24x% + 12x% + 2ax

e) fi(x)=3x +—+3J} f) fi(x)=3x" +2x+> XJL-J'—
X

\/_ ZX\/_
-3 14
r = b v i )_
a) f'(x) 5] ) fx) (3x—1)2 c) f'lx p
) Floge BEAORET g K g, SAXSI0
(6x+1) E +1) 73
4 3 2 _
a) f,(x]:?.x +2x +122x+2 b) f’(x}=9x +16x 120
(3x2+x] (x2+x+2)
2 —
ittt o B J—u
(x+2) (x X +1)
6 _ .3 g2 ek
8) f'{x}:x 2x 6): +3 f fix)= 4x 1
(x3+1) (xs—l)

4, jedli x<1
2x+2, jedli x=1

a)k=1,m=-1; f'{x}={

8
5 —x+—, jedli x<3
b]k:—zg,m=12; flx)=

T jEélI ¥z3
X

: Ax+kK*, jedli x<2
c) nie istnieje takie k, m; f'(x)= ] }
1, jesli x>2
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-1 -1 3
dk=m=—; fx)=—x+=, xR
) 7 fi(x) 57

Styczna do wykresu funkji

2.82.

2.83.
2.84,

2.85.

2.86.

2.87.

2 1 -1
a)y=6x-8 b)y=9x+11 c) y==x+1= dy=—=
y )y )y g : )y -

y=-5x+5; (4,-15)
y =-8; jeden punkt wspélny

1 - 1 .
jr= Ex - 1% , dwa punkty wspélne; y = Tlx +E , dwa punkty wspdine

3 1 ’
y= ZX ~ 45 , jeden punkt wspélny; y = -3x — 18; jeden punkt wspalny

a) A(3, 5) b)y=3x-4

Pochodna funkcji a monotoniczno$¢ funkcji

2.88,

2.89.

2.80.

a) funkcja f jest rosnaca w przedziatach: (—=, ~1), (4, +=0), a malejaca w przedziale:
<_1- 4)

b) funkcja f jest rosnaca w przedziale: (3, 5), a malejaca w przedziatach:
{25, 3); (5, +x)

c) funkcja f jest rosnaca w przedziale (6, +x), a malejaca w przedziale (—=, 6)

d) funkcja f jest rosngca w przedziatach: (-, -4), (1, 4), a malejaca w przedziatach:
(-4, 1), (4, +x0)

' !
a) funkcja f jest rosnaca w przedziale (—cc, %> malejaca w przedziale <Z, - ch
\

o L |
b) funkcja fjest rosngca w przedziatach: <— —>, (1, +=2), a malejgca w przedziatach:

=2) )

c) funkcja fjest rosngca w przedziale (1, 3), a malejgca w przedziatach (-, 1), (3, +)

d) funkcja f jest rosnaca w przedziatach: (=, =2), (-1, 1), (2, +), a malejaca w prze-
dziatach: (-2, -1), (1, 2)

a) funkcja f jest rosnaca w przedziatach: (—=, —4), (-2, +%), a malejaca w przedziatach
(-4, -3), (-3, -2)

b) funkcja f jest rosnaca w przedziatach: (—, 2), (6, +=), a malejgca w przedziatach
(2,4),(4,6)

2
c) funkcja f jest rosnaca w przedziatach: {0, 2), [2,2§>, a malejgca w przedziatach:

2
I:_"L; 0): <2§. 3}, (3, -.—’7:)
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d) funkcja f jest rosnaca w przedziatach: (—=, -2), [2, 2%) a malejaca w przedzia-
1
tach: <25, 7] , (7, +0)

2.91. a)funkcja f jest rosnaca w przedziale (0, +%), a malejaca w przedziale (—=, 0)
b) funkcja f jest rosnaca w przedziatach: (—=¢, 0), (2, +%), a malejaca w przedziale (0, 2)

2.92. a) funkcja fjest rosnaca w przedziatach: (~=, -3), (-3, —1), a malejaca w przedziatach
(-1, 3), (3, +=)
b) funkgja fjest rosngca w przedziatach: (—=, —1), (2, +=), a malejaca w przedziatach
<_1; 0}» (0, 2)

—7
293 a)a=-2,b=7 b) funkcja f jest rosnaca w przedziale <?, 1> i malejaca w prze-

dziatach: [—:c, :§Z> , {1, +0)

Ekstrema lokalne funkcji

294, a)f..| 5}=48%, f.(3)==37  b)f,.(4)= 19%, - (6)=21

c) brak ekstremoéw lokalnych d) brak ekstremow lokalnych

2 13 2 2
2.95. -3)=4-, -1)=-15 + I max l)=-4—, mi 3)=-24—
a)fmax[ ) 5 fmln( :I 15 [ } 15 f n|: } S

b) fn(0) =7
4 3
c) fmin(s} - _'52051 ma:[_Z] = 93;

d) brak ekstremow lokalnych

2.96. fm,[%] = —Z\E,fm.n[%] =25

b) frinl2) =12
C:l fmfn (‘[3-) = 6J§ _5’ fma;( (_\lg) = _5\/5 =3
d} fmnlol = _2.-5
-7\ -4
2.97. a)f..[-3)=0, fmm[ ?] a1 aad—2)=0, f,(0)=-4
-10

b) frnin(~4) =0.fm[—

4 & =2
3 ] = Emein(_‘?']_o*fma:to}_ 2

2.98. a:lfmin(_gl = 16: fmax[ol = Of fmin{B) =16

0110020, fon 2] = 2. 100 3] = 5

2 2 9
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c]fmin{0)=0:f:=m[%J = g;fniin[EJ = 28

d) fn-3) =0, £,,(1) =0, £...(3) = %

2.99. f (2)=3

2.100 f£,,.(16)=-29

2.101. a=5,b=4,f_(7)=9
2102.a)a=6,b=-33  b)f,(4)=3

2.103.a) m € (0, 6) b) m=-2, maksimum c)me (-2,0)u (6, 8)

Najwieksza i najmniejsza wartoéé funkcji w przedziale
1

2.104. a) M = 182, m=-17—
3 3

d) M= ZE,m: —3—8—
5 15

2.105. a) M=9, m= —162

¢) M =5, m — nie istnieje d) M — nie istnieje, m — nie istnieje

2.106. a)ZW=(1, 4) b)zw:(-s%,u) ¢) ZW=(~26, 38) d}ZW:[—S%,Sg

3)

Badanie przebiegu zmiennoéci funkeji
2.107. a) f'(x) = 3x(x + 2)

bM=12,m=-5 M= 75 m=

b) M — nie istnieje, m = 42 -6

b) f'(x) =—3(2x — 3)(2x ~ 1)

30

~19

Ay AY
-4
+4
y=fix) L
a2 4
% ¥ =flx)
1
-4 =2 2 % : f | >
-3 -2 -1 [0 3 X
+-1
=2
T=3

3

229
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c) f'{x) = 12x(x - 1)(x + 1)

d) f'(x) =4(x—1)*(x+2)
Ay

160
T50
= F
Laog |V fix)

T30

2.108. a) f'{x}=(2—_¢(2+z—x)
(x2+4)
AY

+06
+0,4

=Y

+-06

h--
el
S

Q) fix=—X

(-]
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—~4x
(x+1)’

e) filx)=

1 i

86 -4-2 |“2 46 8

y=f)\ i[H-6

2109, ) fi(x)= X F2X*4 b) f‘(x}:’(‘(”'”

(x+1)

¥ = fix)

XZ[X—Z\E)(X+2J§)

c) filx)=
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2.110. a) f{x);-wl b) f{X}= (X—-Z)(X—S)’
X x—6
2 — —_
x € {0, —4) U (0, +0), f'{X}ZX -:6 x € (—o, 4) W (6, +=), f'{x}:;——(x 4=8)
X

(x-6)

Il [l

-15 -10 -5

'(LX(E;')—?, jedli xe(—,—2)U(-2,0)

x(x—4)

2} jesli xe(0,2)u(2,+%)

2.111. a) f(x)=

L L 'l i - .
-1 -10 51§85 X

y=x+ 2, i S
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R
[—”%, jesli xe(~o,-1)u(-1,0)
s

6 £10=1 a0

> Jesli xe(0,1)u(1, +w)
(x*-1)

2.112. rownanie ma jedno rozwiazanie, jesli me —9\/5,9\/5 » ma dwa rozwigzania, jesli
q

m:—S\@ lub m:9\f?_:, ma trzy rozwigzania, jesli me(—x-,—gﬁ)u(Qﬁ,+ac]

{: 1
2.113. rownanie nie ma rozwigzan, jesli me ‘k—-r.-, §> ma dwa rozwigzania, jesli

(1
me L—, + o
2
2.114. réwnanie nie ma rozwigzan, jeslim e (=, 0), ma jedno rozwiazanie, jeéli m = 0, ma
dwa rozwiazania, jesli m € (0, 2), ma cztery rozwigzania, jesli m e (2, +x).

Zadania optymalizacyjne

2415, %= 13%cm: 37,9 litra

2.116. 40 cm na 40 ¢cm na 20 cm
2.117. 8cmna 8cmna8cm
2.118. 3cmna6ecmnadcm
2.119. 12 cm, 24 cm, 18 cm
2.120. 64 cm na 96 ¢cm na 80 cm

2.121.a)tak,a=1  b)nie; wskazéwka: lim (a+a° —a’)=+

a—s—u

([ %2 110 — x)2
2.122. a)tak; 10=5+5 b) nie; wskazéwka: lim | X—{IP—X) =
a=0 | x(10-x)
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2.123,

2.124.

2.125.

2.126.

2.127.

2.128.

a) x= b)x=0, y=1

4=2  22-1
7 :e 7

wskazéwka: Wyznacz najmniejszg i najwieksza wartos¢ funkeji flx) = x* + (1 - 2x)?,

1
dziexe (0,— ).

o godz. 9%
h2

y(x) = x + —, x € (0, +=); najmniejsza wartosc funkcji jest rowna 2h i przyjmowana
X

jest dla argumentu h

2
a) LX) =[x + X, gdzie x & (2, +)
X —4x+4

g 2
b)dlax=2+ 318 ; wskazéwka: Rozwaz funkcje f(x)=x* + 2

X —a4x+4’
gdzie x € (2, +=).

15 sztuk; wskazowka: Koszt wyprodukowania jednej sztuki towaru (przy zafozeniu,
K ;
ze wyprodukowano x sztuk) wyraza funkcja f(x) = ﬁ)-, gdzie x & (5, 40). Wyznacz
X
najmniejszg wartos¢ funkgji f.
16 drzew

Test sprawdzajgcy do rozdziatu 2.

Nr zadania 1 2 3 4 | 5 6 7 8 | 9|10
Odpowied? C|B|A | B|lE|D|D|A|]C|D
Nr zadania 11 (12 |13 | 14 | 15 |16 | 17 | 18 | 19 | 20
Odpowiedz D B | A | A B B A|D B D

Zadania powtdrzeniowe do rozdzialu 2.

2.129.

2.130
2.131.

23132,

2.133.
2.134.

2.135.

a) granica istnieje; lim f(x)=-5 b) granica nie istnieje
x—0

.a)-2 b)0 c)1 d)1 e)0 f) granica nie istnieje

a)o b) += c)2 d) -0 e) +x f) —

e b)%l g0 d)+w

wskazowka: Funkcja T jest funkcja ciagla.

a)l,5m b)60,3m c) 9,8 m/s

d) predkosé chwilowa w 3 sekundzie: 4,9 m/s (kamien sie wznosit); predkos¢ chwilo-
wa w 4 sekundzie: —4,9 m/s (kamien spadat) e) 61,525 m f)po 7,045
a)1600m*  b)900m?®  ¢)35000I/min  d) 30000 |/min; wskazowka: Szukana
wielkosc jest rowna V'(20).
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2.136. zdania prawdziwe: b), d)

2.137. A(-2v6, 0, B(3, 0), €(2, ~20), D(-2, —100)

2.138.a)(-3,-1) U (-1,2) U(2,5)  b)f(-2)=3,f(1)=0,f(3)=0, f'(4) =2

2.139. wskazéwka: Udowadnij, ze zbiér wartosci funkeji pochodnej f' to przedziat (1, +=).

2.140 a]kz—lfubk:_?l b}k=_—1
2.141. a) miejsca zerowe: -4, —\/?_), J3 b) f...(3) = (1 |= —12—
k3 27
[ 1
¢)y=-3x-12 d) B| 2E 5—3\ y=—3x-— 2E
N 27
2142.a)a=1,b=-15  b)f, (-5)=652, f. (3)=-

1 5 .} 1 3
2.143. @) f0(-3) =37, fo(1)=5—, f..(3)=—-1= b)ZW = { -37=,+=
) fonial=3) 7 fra1) =5, £3) = ) < : J

2.144. ZW = (—,~7) U (13, +)
2.145. ZW = (o, —108) U (108, +)

: 1 .
2.146. x=0-asymptota pionowa obustronna, y= Ex + 3 —asymptota uko$na prawostronna

2500
2.147. a) K(x) = dx + z

+ 600, gdzie x € (20, 200) b) 75 wieszakow

2.148. a) w wariancie 1): 7 godzin, w wariancie 2): 3,5 godzin b) o ok. 121 zt

3. Geometria analityczna
Wektor w uktadzie wspétrzednych. Wspétrzedne érodka odcinka

31. a)AB=[-4,-3),|AB|=5 b)AB=[-1,3), |48/ =10
c)AB=([5,12],|AB|=13  d) AB=|[5,—5], |AB| =52

3.2. a)B(2,-4) b)B(-1,5) c13f3%,1§] d) 8(24/3 +3,1)
X

33. 2)A(4,2) b)A(3,-2) ) A(3,-6) d}A(l%,Z\E]

3.4. a)tak b) nie c) nie d) tak
3.5. a)tak b) nie ¢) nie d) nie
3.7. a)nie b) nie c) tak d) tak

38. am=0 bjm=V2 vm=-+2  ome{-20 V2
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39, a)u+v=[-1,0; 1 bjz-u=[82}; 2¥17  ¢)3v=[-9,12]; 15
d) %J—I}u}': [24,-10]; 26
310. a)(-1,2) b)(0,3) ¢ (-3,4 d)(V2,2)
311, a)A(1,4)  b)A(0,-2) c)A(-4,4) d)A,(11,13)
3.12. a) s[—%, —1%] b) S,(-3, -4), 5,(-1,-1), 5,(1,2)  ©) 5,(~2,-1), 55(-6, 1)

d) 5,(0, 5), S,(1, 7), S5(2, 9), 5,(3, 11), 5.(4, 13)
3.13. a)((9,-3), D(8, 3) b) A(-4, -3), D(-6, 6)

3.14. a)D(-6,-2),P(-2,2)  b)C(6,8), p& 3]

3.15. a)s(3,2) b) 5(-2, -1) c) §(1, 3) d) §(1,-4)
Kat miedzy niezerowymi wektorami

6
3.16. a)sinae=— b)sirmr:é c)sina = 3 d]simx=:i3
3 5 5 65

3 Y3432

djcosa= ——

5
3.17. a}cosc.c:—1 b}r:osn:s:=—£ ¢)cosa =
3 3 6

3.18. a)a=90° b) e = 135° ¢) o =150° d) & =120°

3.19. a)|AB|=+/68, |AC|=|BC|= /34, = =45° y=90°
b) |AB| = 6, |AC| = 6+/3, |BC| = 12, = 90°, § = 60°, y = 30°
c) IAB| =3 — /3, |BC| = 24/3, |AC| = 34/2, @ = 45°, B = 120°, y = 15°
d) JAB| = |ACI = 6, |BC| = 6+/3, ¢ = 120°, f =y = 30°
3.20. wektory rownolegte: a) i c) wektory prostopadte: b) i d)
321. a)8 b)30 )48 d)121
3.22. ae {2 4}
3.23. ae{-1,2)
3.24, ae{-2,-1}

Réwnanie kierunkowe prostej
3.26. a)2,5 b)1 c)18 d)—16

3.27. a)y=-3x+21 b) y=2x+32 c)y= %x—sg d}y=—%x—18
: 2 1 1 4
3.28. a)y=-3x+28 b)y=10x—15 c)y=—=X+ — d)y=—x——

)y )y )y i )y i

3.29. a)ok. 50° b) ok. 112° c) ok. 108° d) ok. 79°
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3.30.

3.31.

3.32,

3.33.

3.34,

3.35;

3.36.

3.37.

a) 45° b) 60° c) 120° d) 135° e) 1507 f) 30°
a)kiy=-x b) k:y:—?“e o) kiy=—3x+443

-
3
dykiy=x-7 e)k:y=\/§x+11 f}k:y:—v?x+3\ﬁ
3 4
a)lhy=——x+11 b)lhy=—x-16
) oy 2 )y 5

1 2 1
55  b)y=—Zx+1 (2-,——]
a) )y 5 + c}\ 1o

1 1 1
ABiy=—x—1,BCy=——x+3,ACy=1-x+7
4 6 Y 2 y 2

1 2 6
AB:y=—-x—2,BCy=——x+5=,AC:y=6x+ 31
Y 5 4 5 7 y
135°

! N e i
(4 61 ( &3&/_5 1 J' Li_zﬂ 71
\

3 3 3)

Réwnanie ogdlne prostej

3.38.
3.39,

3.40.
3.41.

3.42.
3.43.
3.44,
3.45.
3.46.

3.47.

3.48.

3.49.

ajx-6=0 b)x+4y—-5=0 c)x+by—-7=0
a)2x+y-8=0 b)y+4=0 C}x—y+5=0 d)3x+y=0

a)-5x+3y+12=0 b)x-V5=0 ¢)-2x+3y-2=0 d)-2x+y+5=0
a) rownanie ogélne: x — 2y + 5 = 0; réwnanie kierunkowe y = %x+ 2-;—

b) réwnanie ogélne: 6x — y — 7 = 0; réwnanie kierunkowe y=6x - 7
¢) rownanie ogdlne: x + 7 = 0; rownanie kierunkowe nie istnieje

d) réwnanie ogdlne: y + 9 = 0; réwnanie kierunkowe y =—9

pE=2

me {-3,-1}

m=1

me {-2, 2}

a) 135° b) 60° c) 120° d) 30° e) 90° f) 0°

16
3

AC:7x-y-10=0

wskazowka: Wyznacz najpierw rownanie ogélne prostej zawierajacej bok BC tego
prostokata (prostopadta do wektora AB i przechodzaca przez C). Nastepnie oblicz
wspotrzedne punktu B oraz A,

AB:3x—2y+48=0,BC:x+8y—10=0,AC: 7x +4y+34=0

wskazowka: Wyznacz wspétrzedne punktu D, a nastepnie zauwaz, ze AD = -i—Aé.

S —— S S——————EEE
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Kat miedzy prostymi

3.50.
3.51.
3.52.

353,

3.54.

3.55.

3.56.
3:57.
3.58.
3.59.

3.60.

3.61.
3.62.
3.63.
3.64.
3.65.
3.66.
3.67.
3.68.
3.69.

3.70.
3.71.
372
373
3.74.

325,

3.76.
3.77.

a) tak b) nie c) nie d) tak
a)l:3x—2y+5=0 b)l4x+9y-45=0 c)x+4=0 d)y-+2=0
a) tak b) tak c) nie d) tak

a)l:x+5y-9=0 b)lix+vJ7=0 c)lky-8=0 d)/:2x+3y+6=0

a]A:—g,C:S b]a=—1§,c=—5 c)B=4,=0 d)A=-2,C=-6

a)m=—% b)m=6

a)a=3 bja=1va=-3
a)A=3,B=-15 b)A=2,8=6 <c)A=8=1 d)A=12,8=-2
a)5x—2y+1=0 b)y-2=0 c)x+y—-1=0 djx+3=0

C(2, 3)
wskazdwka: Punkt C jest punktem wspélnym prostej k i symetralnej odcinka AB.

(4342
T

wskazéwka: Srodek okregu opisanego na tréjkacie jest punktem przeciecia sie syme-
tralnych bokow trojkata.

V2

Q(s, 4)

S5x—2y+13=0,x+2y-7=0
B(3,-1), C(7, 2)

C(-3,-1), pole kwadratu jest réwne 10
Ix+3y—-36=0
3x+5y+1=0,x—y+3=0,7x+y-19=0
C(4, 6)

3x+4y—-15=0

B(4, 3), C(-1, 3); 35

a) 45° b) 30°

a) 135° b) 120°
x—-3y=0o0raz3x+y=0
X=5y+22=00raz5x+y+6=0

\/§x+y=00razy:0
(\5—2)x+y+3—\/§=00raz(2+\/§)x—y—3—\/§=0

2x+5y+4=0
wskazowka: Wykorzystaj fakt, ze kat ostry utworzony przez proste k i | ma taka sama
miare jak kat utworzony przez prostg k i prosta zawierajaca bok AC,
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Odlegtos¢ punktu od proste;j. Odlegtos¢ migdzy dwiema prostymi rownolegiymi

3.78.

3.79.

3.81.
3.82.

3.83.

3.84,

3.85.

3.86.

3.87.

3.88.

3.89.
3.90.
3.91.
3,92,

a9 b4 )0 d}z%

a)3v2  b)8 c}‘—r"i d]8—1—
3 15

osiami symetrii figury F s3 proste ki m
a)C=12lubC=2 b)C=-68lubC=82 t) . C=7
d)C=7-5J7 lubC=7+5J7

aja=9luba=0,5 b) a=4,75 c}a=32§ Iuba=—22§

d)a=26Iluba=-16,5

I 5
a)a=9luba=-11 b}a:—i Iubo=zg
¢) nie istnieje taka liczba @ d)a=8luba=-12
a)pr.AB:x+2=0,pr. BC:x+2y—2=0, prrAC:3x+4y—-6=0

25
b) h, = o he=08,h.=4
a)DA|CB  b)h=1,5V10

e
P.(8,0) lub P, [_16'0]

P, (0,9] lub P, (O,IE\

N L 73)
3x-4y-7=01lubdx+3y—1=0
X+6=0Iub3x+4y-42=0
2x—14y+9=0,42x+ 6y +19=0
4x—8y+3=0

Pole tréjkata. Pole wielokata

3.93.
3.94.
3.95.
3.96.

3.97.

3.98.

3.99.

6
10

a)18  b)D(0,0) c)45°
a)A(-6,-21),8(1,0) b)35 ¢) V10

(125 e, (52.2)
v 55 55
a) B(2,6) b)32

3\
G,(0,3) lub G, {0,—9%‘
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3.100

3.101

3.102
3.103

. B,(0,0) lub 8,8, 0)

. B,(6,1) lub 32[—261, —9E]
T

.(0,4),(4,2)

. B,(3, 6) lub B,(7, -6)

Réwnanie okregu. Nieréwnos¢ opisujaca koto

3.104

3.105
3.106

3.108

3.109

3.110

3.111

3.112

3.113

3.114

3.115

3.116
3.117
3.118

3.119

3.120
3.121
3.122

La) X +y2=16  b)x+(y-4)P=2 o (x+1)+y =1

A (x+12+(y-27=3 e x—42+(y+37=025 f)(x+v2) +(y+3) =64
.a)s(0,0),r=1  b)S(1,0),r=15 ¢)5(-1,2),r=5 d)5(-3,-1),r=9
.a)5(1,2),r=3 b) 5(-5,0),r=1 c) §(-3,-5),r=1 d) §(-2,-4),r=2

e]s[l,l],mz f)slo, v3),r=3
2’4

.a)s(8,0),r=3 b)slo,V2),r=2v2 c}S(—%,%],rzl d)S[l%,——],:mz

. réwnania a), b), d) opisuja okrag

.S(E,—b}r=|a~b|
2

.a)x?+yP=125 b) (x—2)*+(y—1)*=5
c) (x+3)2+(y—2)2=100 d(x+2)P+(y-102=72
La)(x=3)P+(y+3)7=25 b) (x—3)*+(y—2)*=5
c)(x—4)y +(y—1)=25 d) (x +2)2 + (y —4)* =169

ca)(x+3)+(v—4) =100 b) (x—3)?+y*=25

)Xt +(y-4)%=25 d)(x—1)+(y+4) =100
La)(x+2)+(y—-3)P=16 b) (x + 10)2 + (y — 15)* = 16
¢)(x—82+(y—52=16 d)(x-4P+(y+1) =16

La) (x=5P+(y+1)?=7 b)(x-3)*+(y+3)'=7
2

1Y 3
c)(x—12+(y—1)?=7 d) [x+g] +(y+2g] =7

L (x+ 12+ (y+5)32=25P=8
L 2x+y=0
La) (x+2P+y’=9  b)(x-1P+(y-2)"=9
o) (x-22+(y+3P2=9 d)(x+3)+(y—57=9

1
. b) X2 +y —dy—1=0 c)x={}orazy=15

b (x+ 1P+ (y+1P=1 ¢) 4,5
(x+1)2+(y—-3)*=16; P=15n
X4 (y=2)2=5 lub (x—1)*+(y-1)*=5
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3.123. a) (x— 1)+ (y+3)*<2 b) [x+4}2+[y—\6)2£0;25 c)(x-2)+(y+5)0°<36
3.124. a) koto o srodku w punkcie 5(0, 0) i promieniu r = g
b) koto o $rodku w punkcie S(1, 0) i promieniur=1

c) koto o srodku w punkcie $(0, —3) i promieniu r =2
d) koto o srodku w punkcie $(-2, —1) i promieniu r=4

3.125.
A-B
23456KX

Ay

+4

T3

T2

+1

5 -4-3-2-1 __Oli 23456X

[ +-2

+=3

+-4

T=5

T-6

3.126.
Ay Jr}'
-6 6
+5 +5
La AuUB 8P A-B
-+3
-2 +2
i +1
5 —4 -3 -2-1 01 2 3

5. T-1
2 +-2
+-3
+-4
=3
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Ay
Id
Ls
4 ANB
a7 I
>
+1
R
=2
=3
14
-5

3.127. m= 3E lubm=5
37

3.128. m € (-2, 4)

Wozajemne polozenie prostej i okregu. Styczna do okregu

3.129. a) prosta jest roztaczna z okregiem b) prosta jest styczna do okregu
¢) prosta jest styczna do okregu d) prosta jest roztaczna z okregiem

3.130. ) A(3, 0), B [—2%, —1%) b) A(-4,-5), B(5,4)  c) A(-4,-4), B(-6,2)

d) prosta jest rozigczna z okregiem
3131, a)m2x+y—-6=0 b) M,(0, 6) lub M,(4, -2)
3.132.a)k:x-9=0 b)kiy+4=0 c)k:dx—3y+12=0 d)k:3x+4y-41=0
3.133.2)y=2x-3+25 luby=2x-3-25 b)y=x+8+4v2 luby=x+8-42
c}y:—3x+'3+4\/ﬁ Iuby:—3x+3—4\fﬁ d}y=~x+7+3\/§ Iuby:—x+7—3\f5
3.134. a)y=—x+ 1—\Eluby=—x+1+\/i b}y=x—5+3xfi Iuby:x—5—3\ﬁ

2

c}y:2x—8+3sf§ iuby:Zx—S-—B\E d}y=%x—1luby=§x—17-§

3.135. a}y:sﬁ)ﬁ Zluby:ﬁx—z
b)y=-3x+V3 +4luby=—3x+3 -4
B, 58, B

c)ly= x——— luby= ——

)y =3
d)y=-x+3luby=-x-5

3.136.a)y+2=0Ilub3x+4y—10=0 b)y—3=0Iub 15x + 8y +51=0
c)9x+13y-3=0lubx-3y+13=0 d)2x+y+2=0lubx-2y+6=0
e)x+7=0Ilubdx+3y+1=0 f)x-5=01lubSx—-12y-37=0

2 2
1 1
3.138. (x—l—] +[y~25] =4-
2 2 2




Odpowiedzi do zadari 243

3.139. tg« = 1%

3.140. a) 0 punktow wspolnych dla m € (—=, -8) U (-4, +x)
1 punkt wspdlny dla m < {-8, -4}
2 punkty wspoélne dla m < (-8, —4)
b) 0 punktéw wspdlnych dla m e (—c, —5) W (3, +0)
1 punkt wspdlny dla m € {-5, 3}
2 punkty wspélne dla m < (-5, 3)
c)dlam € (-=, 0) réwnanie (x —1)* + (y — 1) = m nie opisuje okregu

A 1
0 punktow wspdlnych dlam = [0, E]
A 1
1 punkt wspdlny dla m = E

2 punkty wspdlne dlam < (%, - x)

d) 0 punktow wspdlnych dla m € (—=, -25) w (25, +x)
1 punkt wspolny dla m € {-25, 25}
2 punkty wspdlne dla m € (-25, 25)

3.141. m=5

3.142. k=-5

3.143. a) (x—2)2+(y—2)?=4lub (x—2)*+ (y+ 2)* =4
b) (x—3)2+(y—3)2=9Iub(x+3)*+(y—3)2=9
c)(x—1)+(y—1)*=1lub(x-5)*+(y—5)*=25
d) (x—1)7+(y—1)*=1lub(x—5)*+ (y—5)*=25

3.144. (x-3)2+(y+2)¥=1

3.145. 5(2, 2)

3.146. (x+2v2 ) + [y + 2v2) = (5+ 2v2) tub (x - 2v2) + [y~ 2v2) = 5 — 242 )

I/ 2
3.147. (x—5)+ (y—4)* =25 lub (x —5)% + (y-z—S%J =25lub (x+5)* + (y—ll%] =25

lub (x + 5)% + (y+ 1) =25
3.148. (x—5)2 + y? =20 lub (x— 1,8) + (y - 6,4)* = 20

Wzajemne potozenie dwdch okregow

3.149. a) okregi maja dwa punkty wspdlne (przecinaja sie)
b) okregi sa styczne zewnetrznie
c) okregi sa wewnetrznie styczne
d) okregi nie maja punktéw wspdlnych i koto wyznaczone przez okrag o, zawiera sie
w kole wyznaczonym przez okrag o,
e) okregi s3 wzajemnie zewnetrzne
f) okregi sg wspotsrodkowe
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3.150.

3.151.
3.152.

3.153.

3.154.

3.155.
3.156.
3.157.
3.158.
3.159.

3.160.

3.161.

a)A(2,3)  b)JA(0,3),B(1,2) c)A(-4,0),B8(-2,2) d)okregi nie majg punktow |
wspolnych

m e (-, -2) U (2, +x)

dla m € {2, -4} okregi sg styczne zewnetrznie; dla m = 2 punkt stycznosci ma wspot-
rzedne A(0, 1); dla m =—4 punkt stycznosci ma wspétrzedne A(-2, —3)

dla m = {0, -2} okregi sq wewnetrznie styczne; dla m = 0 punkt stycznosci ma wspot-
rzedne A(-2, 2); dla m =-2 punkt stycznosci ma wspdtrzedne A(0, —6)

517 3+J1_7}

2 2

okregi majg tylko jeden punkt wspdlny dlam e {1, 2,
dlame (-6, -3) (-2, 1)

dlame(-2,2)

0y (x + 8)* + (y + 5)* = 36; okregi 0 i 0, przecinajq sig
0y (x+0,5)* + (y — 1)*=0,25; okregi 0 i 0, 53 roztgczne zewngtrznie
ki2x+y-2=0

(x—3)2+ (y—4,5}2=6%

szukanym zbiorem punktow jest figura bedgca suma paraboli o réwnaniu y = g X*—2

bez punktu o wspoétrzednych (0, -2) i czesci osi OY, do ktorej nalezg punkty o rzednej
y<-2

Jednoktadnos¢. Jednoktadnosé w uktadzie wspéirzednych

3.162.
3.163.
3.165.

3.166.

3.167.

3.168.

3.168.

3.170.

s o B

prawdziwe sg stwierdzenia a) i b)

d) wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia Talesa.

wskazowka: Oznacz srodki jednoktadnosci przez S, i S,.

Otrzymasz: |A,S,[=2cm, |A,S,[ =4 cm, |A,S,| =6 cm, |A,S,| =12 cm.
a)A(-1,2) blA(3,-4) c)A,(9,-4) d)A, (-1, -16)

a)BI[—S,—3§] b)B,(-22,1)  ¢)B,(26,95)  d)B,(-4,3)

a) E(-15, 15) b) E(-18, -6) c) E(-1, -2) d) E[—Z%, —10%]

a) A,(-62, 24), B,(-7, -26); b) A,(4, 20), B,(-8, 2);

1
c]Al(~5,1—J,Bl —1,—3J d) A, —33,—31], Bl(_1i,-51]
2 2 2" 10 10" 75

1 4 2
a) 5(1, 3) b) S[—E,SEJ c) 5(-7,7) d) S[—lg, 45]

a)k=-2 b)k:—-;- Jk==2=  dik=—1
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3472 a) k=1 i5(=1,0) libk=—2 is[zl,i)
3 3 4’4,

/
b k=12 iS(-14,-7) lubk=-12i5 35,13]
3 3\ %73

3.173. a) k=-2 b) A,(16, 10), B,(2, 6), C,(14, 2) c)P=52
3.174.a)y=2x+9 b)y=2x-6 cy=2x-1 d}y=2x+1%

1
3.175. a) k2 y = —45}: +15lubk,:y=-2x+ 10

3
b) my = Jj, o (Ky), gdzie my: y = —4%){ -+ 22-;-
3

orazm, = J3,, o (k,), gdzie my: y =-2x+ 15

¢) pole trapezu (w obu przypadkach) ma wartosc 31,25
Y i | 3
3.176. k=- =, SL—,Z} k=L 5[51,—1J
3 4 3 2

1 .1
3.177. k=-2, S[ —1-5, 15} lub k=2, 5(-20, -8)

3.178. a) g(x) = 4x* b}g[x}:%xz c}g{xlzmx—u,x’#O d) glx) = P XE
X

2x+1 5
Zastosowanie analizy matematycznej w zadaniach z geometrii analitycznej
3.179. a)A(-1,-2)  b)A(-9,2)lubA(1,0) <)A(1,-3) d)A(-1,-1) lubA(2, 4)
3.180. a) A(-1,0) b) A(-1, 2) lub A(3, 0) c) Al-1, 2) lub A(1, -2)

d) A(0, 0) lub A [ =4, %]

3183 L lub20t
4 4

3.184. 1 lub 36l
8 8

3.185. y=-8x-16
3.186. (3,-27) lub (-3, 27)

3.187. [mz,lj lub (2,3]
.l 4

3.188. P[l 3]
2 4

3.189. wymiary prostokata: 2\6, 2
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3.190. k:y=xEx+2+ 2

31491,
3.192.
3.194.

P(2,2)
P(4, 2)

d-243,-3)

Test sprawdzajacy do rozdziatu 3.

Numer zadania | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
Odpowiedz B C B D | D|A|C B B C
Numer zadania | 11 | 12 | 13 | 14 [ 15 | 16 [ 17 | 18 | 19 | 20
Odpowiedz BlolelAa|la|D|LA]E&|D]|D

Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 3.

3.195.
3.196.
3.197.

3.198.

3.199.

3.200.

3.201.
3.202.

3.203.

3.204.
3.205.

3.206.

3.207.

3.208.
3.209.

3.210.

3.211

pr.AB:x+2y—4=0,prACix—y+2 =0,pr.BC:2x+y—-8=0
B(4,-2), €(0, 6)
C,(0,-3), Dy(-2, 1) lub G,(8, 1), D,(6, 5)

(8-3,3-2v3),(8++3,3+2V3)
a4 b2y2 o (x—%—]z +[y+%T:§

a) A(0, -3), B(6, -5), C(4, 1), D(-2, 3) b) 32 c)cosa=-0,6
d)(x=2)2+(y+1)}2=6,4

okrag o $rodku w punkcie S(-5, 0) i promieniu r=4

a) A(0, 2), B(4, 2) c) 6w

me (—l,l]
3
90°
a)x+2y=00raz29x+ 2y +56=0 b) ok. 66° c) B(0, 0), €(0, —28)

2
1 1
x—4=| +(y+6)i=6—
[ 2] (y+6) 3

P,(-3,5) lub P, [-163, 313}
33

(x-=3P+(y—-1P=25
(x+3)2+ (y+5)?=25lub (x—7)? + (y + 25)* =625

(x—4v2 +3)" +(y+2)*=68 lub (x+ 442 +3) +(y+2)2=68 lub
(x+11)2+ (y - 2)* =68 lub (x—5)*+ (y—2)* =68

istnieja dwie takie jednoktadnosci: J', gdzie 5,(3, 3) ik, = —1% oraz J¢,

1
gdzie S,(-3,-3) ik, = 15

d) 28
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3.212.

3.213

3.214.

3.215.
3.216.

3.217.

3.218.

3.219.
3.220.

4 1
a)y= —x+3=  b)437,5
% 5 3 )

. A(-10,-2) lub A(2, 0)

Ly=—x-2

P(4, -4)
P(-1, -2)

o23)

(orba) (-5 (a3 (-3

LA
3243
9

pole prostokata:

a)18x+y—-72=00raz2x—y—8=0  b) P, =250
x>+ y? =580

4. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa
Reguta mnozenia i reguta dodawania

4.1,

4.2,

4.3.
4.4,
4.5.

Na 12 sposobow

| [ I: G
A lne AR ke
B (B,E) |(8,F) |(BG)
- |
D

€8 [ch |6
(D, E)

(D,F) | (D,G)

8 liczb
18 liczb

Wszystkich liczb jest 25. Liczb, w ktdrych cyfra dziesiatek jest mniejsza od cyfry jed-
nosci, jest 10.
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4.6. Trzy liczby sa podzielne przez 4.

6 7 8 9 |

[ 6 | X 67 | 68 | 69 |

"7 | 7 | x | 78 | 79

8 86 87 X 89
9 9% | 97 98 X |
4.7. Jest 10 liczb podzielnych przez 3.
1A>3
%3 0/ /\ \2 02
A5 A %oe 1l

4.8. 60 zestawow
4.9. 1515 punktéow
4.10. a)216 b) 282
4.11. 24 pary
412. a)44 b)90 )35 d)76
413. a)61 b)29
4.14. a) 51 mozliwosci b) 102 mozliwosci
Wariacje
415. =729
4,16. 3°=243
4.17. a)9000 liczb b) 10 000 kodow
4.18. a)na 7776 sposobow b) na 720 sposobow
4,19, na 81 sposobow
4.20. 5-10* numerow
4.21. 225
4.22. a)6sliczb b) 70 liczb
4.23. a)2liczby b) 34 liczby
424, a)891 b)171
4.25, a)873 b) 252
4.26. a)7°= 16807  b) 2520
4,27. a)360 b) 1286
4.28. a)na 840 sposobow b) na 2401 sposobdow
4,29, a) 531 441 napisow b) 60 480 napisow
4.30. 42 wzory
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4.31. 336 rodzajow

4.32. a) 4536 liczb b) 5040 koddw

4.33. 480 liczb

4.34, 6720 liczb

435, 72

4.36. 105

4.37. 378

4.38. a)320 b) 328

4.39. a) 181440 b) 10° c) 312 500 d) 604 800
4.40. a) 1647086 b) 99!, czyli 3 265 920 c)2 d) 600
4.41. a)18liczb b) 14 liczb

4.42. a)24liczby  b) 12 liczb

4.43. 9liczb

4.44. a)60 b) 32 c) 63 d) 39

445 a)22 b)160

4.46. a) 154 b) 2388

4.47. a)6720  b)12096

Permutacje

448. a)12  b)72 )15  d)55 €49 )81

4.49. a)(n+2)!  b)(2n+1)!  ¢)n+3 d) (2n+2)(2n+1) e
f)(n—1)(n-2)

4.50. na 6 sposobow

4.51. na 40 320 sposobow

4.52. 5040 motliwosci

453, 144

4.54. 28800

4.55. a) 967680 b) 1296

4.56, a)72 b) 24

4.57. a)na120sposobdw  b)na 6 sposobow ¢)na 144 sposoby  d)na 144 sposoby

4.58. a)120 b)1920; wskazéwka: Rozwaz przypadki, gdy osoby A i B stoja na dwéch
pierwszych lub dwdch ostatnich miejscach, na drugim i trzecim miejscu lub na sz6-

stym i siddmym miejscu itd. c)8!-14.6!=30240 d) 2520
4.59. a) na 48 sposobow b) na 24 sposoby c) na 12 sposobdw
4.60. a)2-10! b) 10! c)2-10! d) 10 . 8!
Kombinacje

4.61. a)120 b) 70 c) 25 d) 13 e) o1 f) s

n+3
3n+1

d) na 8 sposobdw

249
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462. a) — b) —

463. a)n="5 b)n=3
4.65. 20

4.66. 20

4.67. 35

468. n=9

469. n=20

4,70. 7

&l 73

472, a)l b) 4 c)12

4.73. a){b,, by}, {by, ¢}, {b,, ¢;}, {b,, c;}, (b, ¢} b) para {b,, b,} jest liczona podwojnie
4.74. a)na 12 600 sposobow b) na 21 245 sposobow c) na 22 820 sposobow

4.75. a) 4592 sposaby b) 15 448 sposobow c) 13 816 sposobow
476. a)70 b)1008 c)672 d)2254

477. a)23 b)21 c¢)22 d)42

4,78. a)120 b)34 c¢)301

4,79. a)36 b)13104 «¢)20160

4.80. a)11154 b)270010 ¢) 13182

4\(441(33)(4) 22 ]
4.81. na sposobow
2)l11 f11 {2 ({11

4.82. 10080

Kombinatoryka — zadania réine

4.83. 22 chtopcow

4.84. 7

4.85. 19

4.86. co najmniej 10%, co najwyzej 50%
4.88. a)96 b) 24

4.89. a)6!+15-5!, cayli 2520 b)4-5!+8- (5! -4!), czyli 1248
4.90. a) 5040 b) 60 ¢) 20 d) 30
4.91. a)1663 200 b) 83 160

4.92. ok. 30 biliondw, czyli 30 - 10%?

4.93. a)459 b) 8964

4.94, 10290

495. 2626

496. 3-9°+3.9%.3, czyli 26 244
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6) 6) .

4.97. |[-8+7-6:5+7- |+7-6+5, czyli 54 600

2) 3)

4.98. a)na 14! sposobdow b) na 27 - 7! sposobéw c)na7!-7! sposobdw

d) na 7! sposobow
4.99. a)na 144 sposoby b) na 72 sposoby
4.100. a) 1260  b) 1890

"15Y(10)

(15)(10) sN\s) ,
4.101. a) s Il 5.f czyli 672 672 sposoby  b) —BI-— ,czyli 112 112 sposobéw
\ / *

4.102.a)16 b)32
4.103.3)49 b)S6 )77 d)23
4.104.2)80 b)20 ¢)145 d)71

4.105. 120; wskazéwka: Rozwaz trzy przypadki. Wsréd cyfr liczby pietnastocyfrowej:
1) jest jedna 3 (1 liczba)
2) jest jedna 2 i jedna 1 (28 liczb)
3) sg trzy 1 (91 liczb).
4.106. 1540; wskazowka: Rozwai pigc przypadkéw. Wsrdd cyfr liczby dwudziestocyfrowe;:
1) jest jedna 4 (1 liczba)
2) sg dwie 2 (19 liczb)
3) jest jedna 1 jedna 3 (38 liczb)
4) sq dwie 1 i jedna 2 (513 liczb)
5) sg cztery 1 (969 liczb).

g\
4.107. , czyli 84
‘6/’

10
4.108. 2], cayii 210
6)
8\
a.100. J czyli 70
4
]

9
4.110. [4 , czyli 126

4.111. 165; wskazowka: Rozwat trzy przypadki. W zapisie liczby trzycyfrowej wystepuija:
1) trzy jednakowe cyfry (9 liczb)
2) tylko dwie jednakowe cyfry (72 liczby)
3) trzy réine cyfry (84 liczby).

4.112. 219 liczb
g .
4.113. a) (4} czyli 126

b) 495; wskazéwka: Rozwaz pie¢ przypadkéw. W zapisie liczby czterocyfrowe;j:
1) jedna cyfra wystepuje 4 razy (9 liczh)

_—_-
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2) jedna cyfra wystepuje 3 razy i jedna cyfra 1 raz (72 liczby)

3) dwie cyfry wystepuja po 2 razy (36 liczb)

4) jedna cyfra wystepuje 2 razy i dwie cyfry wystepuja po 1 razie (252 liczby)
5) wystepujg cztery rozne cyfry (126 liczb).

5 4
4.114. (3} .31+19. [ZJ .31, czyli 744

4.115. 66 rozwiazan
4.116. 36 rozwigzan

Doswiadczenie losowe
4.118. a) Q2 ={b,, b,, by, ¢,, ¢,, n}
b} Q = {{ij cl}i’ {bp cz}! {bp c3}: {bzr c]_}: {bzf CI}, {bp c3}.! {bi! bz}r {cp C}}r {Cy Cj}.i {CZf C3}}

4.119. b) Q ={(®,, 0, ®3): ©,, ®,, ®; € {A, B, C, D, E}}
c) Q={lo, 0, 0;): 0, ®,, 0,c{A B CDEFAn mj.dlaf#j}

4.120.3)343  b)210

4.121. 8

4.122. 3360

4.123. @ ={(R, 1), (R, 2), (R, 3), (R, 4), (O, 5), (O, 6)}

Zdarzenia. Dziatania na zdarzeniach

4.124.e)A' N B’ .

4.125. A' n C—zdarzenie, ze wylosowana karta jest asem kier lub asem karo lub asem trefl
4.126. A' v B’ ={10, 11, 12, 14, 15}

4.127. €={(0, 1), (R, 1), (0, 2), (R, 2), (O, 3), (R, 3), (O, 6), (R, 6)}

4.128. a) 21 b) 8

4.129. a) 3 b)26  ¢)12 d)12  e)23, (AnFU(AnN)U(FAN)

fl22, N UF
4.130. a) 21 b) 10 c)6 d) 23 e)8 f) 18
4.131. 23

4.132.a) 13 b) 8
4,133, a) 26 b) 28

4.134. b) A < B (zdarzenie A pocigga za sobg zdarzenie B), C< 8, A w C=B (zdarzeniaAw C
i Bsaidentyczne), 8' ™A = (zdarzenia B' i A sie wykluczajg) ¢) Bu C'—zdarzenie
pewne, B’ m C — zdarzenie niemoiliwe

4.135.a)A’'=1 B'=6 b)nie
Niech @ =(0, R, R, R, R). Wowczas » = B, wigcm € A"\ B, Jednoczesnie o € A, wiec
o € (Aw B), czylim € (A B)'. Analogiczniem € (AN B) im g A "B

A=)
4,136. a) 20 b)A= |+ : =16 c) 16
2)1\1 3)10

d) {kp k21 ml}l {klf kz: m}_}! {kp kz; m3}! {kp kz: md}
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'4) (48) (4) (48) " (4) (4 (44)
() M-

* s

1 (13J (39) [13J (39) d)[ﬂ_'riz\l

¢
c](agﬁ f13\ 39
L [ 6) |2 5)'3 L4 ) 4)(3)

7,

Okreslenie prawdopodobiernstwa

4.138.

4.138.
4.140,
4.141.
4.142.

4.145,

4,146,

4,147, —

4.148.

P(B)=0,5 P(B—A) = é

nie
P(ANB)=0,02 PA-B)= P(A' ~ B) = 0,28
PAVB)=025 P(AUB)-A)=008 PANB)=013
P(B)=0,13 P(B—(AmB))=0,12 P((A B)— (AN B))=0,2
4

7
a)o,1 b)0,3 c)0,7

7/

20

4

15

Prawdopodobieristwo klasyczne

4.149.

4.150.
4.151,

4.152,

4.153.

4.154,

4.155,

4.156,

4.157.

5 1
a) = b) =
) 6 } 6
a)o,1 b) 0,5
2) 0,125 b) 0,75

gd we gi gk
2 52 13 13
301 bos o2 gL
15 18
2
3 b2 goxs  dod
1 7 1
20 BRI g
a) 5 ) 3 ) 5
7
32 bos gl Y
6 3 3%
13 5 25
a) = = o= =
' P ' 935

253
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11 1 3 3
4.158. a) — b) — c) = d) =
16 4 8 8
4.159.a2)0,4 b)06 <09 d)04
i1 5 i0 56
4.160. a) = b) = c) — d) —
9 9 81 g1
AL o) B e
180 1620
1
wBE s pnZ
36 72
al6sa) — B
50 4
1
i e b
32 64
1
4,165.3) ——  b) —
1296 4
4.166. E
32
4.167. l
72
Qih. ) B =
35 35
1
saea L B e
15 30 15
4.170. }-
3
a171.2) 2 b 2
45 50
41
4.172. a) 2t b) sl prawdopodobienstwa beda takie same
496 496
2 2 = o 2
4.173. a) IF; b) 5 prawdopodobienstwa bedg takie same
4.174. E
245
2
A:175:=—
9
4.176. wieksze jest prawdopodobienstwo przyjecia partii 70% sztuk wadliwych
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4.177. wigksze jest prawdopodobienstwo odrzucenia partii zawierajacej 5% sztuk wadli-

wych
4178.3) =  b) =
11 7
1
A e B gl 38
1771 3542 1771 1771

4.180. 32 osoby

4.181. 15 misiow, 5 pieskow
4.182.n=8

4.183. 11 wierzchotkow

4.184. 10 chtopcow

4.185. 5 kul biatych

4.186. 6 pitek do siatkowki

4.187. co najwyiej 18 dobrych zaréwek
4,188. co najmniej 3 losy

Zdarzenia wieloetapowe

4.189, =8,

125

12
= b) 20
27 27

a101.2 2 i
36 36

4.190. a)

4.192. £
6
4.193. 0,896
4.193. 0,896
4.194. 0,9919
2

4.195. —
9

4.196. a) 924 b)1 c) 28
4.197. przy czterech prébach

5108 3) 2Lk
128 16

4199.2) 22 3
256 8

2300, 3] 2= B)a
16 512
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Prawdopodobiernstwo warunkowe

.

4.201. a) & b) 3 c) d) 8,
4 9 7

11
P(AmB
4.202. P(A ~ B) = P(A) + P(B) — P(A L B) 20,8 +0,6-1=0,4  PAlB) = % > % .

4.203. bardziej prawdopodobne jest, ze strzelec C trafit w cel
4,204, 3
5
5
11

4.205.

4.206.

w =

4207.3) = b)
2
4208.2) 22 b X

a4

4.209. 1
2

4.210.

A0
)

4.212.3)0,154 b)0,066  c)0,072

s213.2) 2 pl2 gl
17 5 10

Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

4.214. 0,965
4.215. 0,016

4.216. X
48

4,217. réwny 2 lub wiekszy od 2
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5
18
4.219. 0,6
10
27
169
330

4.222. przy pierwszym sposobie losowania

173
864

4.224.n=21

4.218.

4.220.

4.221.

4.223.

4.225.2)0,03455  b) % (~0,43)
4.226.0,5
2
3

4.227

Niezaleznosé zdarzen

4.228. %
6

4.229.

0,5
4.230. 3
6

a2 A
64 2

4.233. zdarzenia s3 niezalezne

4.234. zdarzenia sg niezaleine

4.235. zdarzenia nie s3 niezaleine

4.236. a) zdarzenia sg niezaleine b) zdarzenia nie sg niezalezne
4.237. zdarzenia s parami niezalezne: zdarzenia A, B, Cnie s3 niezalezne
4.238. zdarzenia sg niezaleine

4.239. a) 0,514 b) 0,748

4.240. a) 0,496 b) 0,006
wskazowka: Przy potaczeniu szeregowym awaria obwodu nastgpi, jesli uszkodzeniu
ulegnie co najmniej jeden element tego obwodu. Przy potgczeniu réwnolegtym awa-
ria obwodu nastapi, jesli uszkodzeniu ulegna wszystkie elementy tego obwodu.

4.241.3) 0,06 b) 0,34
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Test sprawdzajacy do rozdziatu 4.

‘Numerzadania | 1| 2 |3 4 |5[6 7 8 Q‘
|Odpowiedi | B (D | B | D|C ' A
Numerzadania | 11| 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 [ 20|
}apowiedz’ B|/p|lB|Cc|/B D|C|A |C B

Zadania powtdrzeniowe do rozdziatu 4.

4,243. 25 osob
4.244, a) 633 liczby b) 1094 liczby c) 806 liczb
4.245. P(B)=0,5 P(A—B)=0,25

4.247. a) na dwach sciankach b) %

4.248. a) 131 b) 143
7
4.249, a) %I’: b) prawdopodobieristwo wylosowania z jednej urny dwach kul w réznych
kolorach jest wieksze

4250.2) = b) 2
3 3

5 35 1 5
4:251.38) — B)i— c) — d) —
12 36 4 9
4.252. 2
3

4.253.a)9 b) 1080
4.254. a) 150 b) 3375

4.255. 715; wskazéwka: Rozwatz pie¢ przypadkow. Wirdd cyfr liczby dziesigciocyfrowej:
1) jest jedna 5 (1 liczba)
2) jest jedna 4 i jedna 1 (18 liczb)
3) jest jedna 3 i jedna 2 (18 liczb)
4) s dwie 2 i jedna 1 (108 liczb)
5) sg dwie 1 ijedna 3 (108 liczb)
6) sa trzy 1ijedna 2 (336 liczb)
7) jest pie¢ 1 (126 liczb).

13
4256.8) =  b) =
28 28
4.257.n=11
4258, 22
a5

4.259.n=20
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4.260. 170 mozliwosci

4.261. 7
4.262. 151 200 wyrazow
4.263. 0,4
4264, 1
7
[4}{4)(44} [48‘
1101 176 3J
4.265. a) 22" eyl Bl o 120U g 2R, 360
52 5525 ( 52] 5525 425 425
3 \ 3,
4,266 2
203

4.267. 30 ucznidw
2268.2) 2 p)l

45 2
4.269. a) 3 628 800 b) 40 320
4.270. na 20! sposobdw
4.271. a) (15!)*  b) 2! (151)2
4,272, a) 0,2 b)0,3

4.273. a) £ b) :
3 3

9\
4,274, a) 59 049 b) 5 | (2° — 2); wskazowka: Najpierw zastanéw sie, na ile sposobdw
)

mozna wybra¢ dwie szuflady, w ktérych umiescimy kule.

53750122 52
256 512

31
81
4.277.n=5

4.276.

4,278.

w
~J

4.279. a) — b) g c) %

4.280. —
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Gl GG
57 5) ()

4.283.0,3

4.284. i

74

5. Elementy statystyki opisowej

Podstawowe pojecia statystyki. Sposoby prezentowania danych statystycznych
zebranych w wyniku obserwacji statystycznej

5.2. diagram kolumnowy

w200
‘46 -
=] ‘
=] -
< 8
= ] 144 135
100+ 90 D przejazd przez skrzyzowanie na czerwonym Swietle

1 81

] D jazda z nadmierng predkoscia

E wymuszenie pierwszenstwa

10: . jazda pod wpltywem alkoholu
przyczyny wypadkow
diagram czestosci wzglednych
© 0,6
% 0,5 D przejazd przez skrzyzowanie na czerwonym swietle
¥ 04
z z . 3o
5 03 D jazda z nadmierng predkoscia
2 o] " i X
ﬁ? g,i wymuszenie pierwszenstwa
== . jazda pod wplywem alkoholu
przyczyny wypadkow
5.3. diagram stupkowy diagram kotowy procentowy

€ liczba spoznien
=
2 B
2 il
3

=2
[k
[Jo

(= TR S VT -3

12346678 910111213
liczebnosé
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5.4, a)tabela diagram kolumnowy
' T ] ¥ 8-
| Liczba godzin Liczebnoé¢ | £ 7
0,5 3 § 6
1 ' 5 &
— 4+
1J5 2 3_ . |
2 2 2 . g
Y : 1 ||
3 4 | 051152 353 4
— liczba godzin
4 2
b) 50%
55. a)116;84
b) diagram stupkowy
4 lub wiecej 76
g
-]
2
10 20 30 40 50 60 70 80 90100
liczba uczniow
5.6. a)56% b)4 c)9
57. a)30 b) 70 c) 2—;—
Srednia z proby
58. x=5
5.9. 48lat
5.10. a)diagram kolumnowy

liczebnosé

R W B

[ [1] [] [ [ [

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 B
czas ogladania telewizji [h)

b) 2,3 godzin c) 43,3% d) 2 osoby
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5.11. a)159,6cm
b) diagram czestosci wzglednych
m 0,51

0,4-

0,34

czestosc wzgledn

0,24

0,14

168 170
wzrost [cm)

c)

Wzrost [cm] | 152 | 160 @ 162 168 @ 170
Liczebnoi¢ | 7 5 10 2 1

d) 18 uczniow
5.12. a)2,5 b) ok. 47%

513. 2)0,81  b)46 0séb c}oZZg-%

5.14. a)56 b) w miescie A: 1,2; w miescie B: 1,12 c) 22% d)1,16

5.15. a)zmianal ($rednia na | zmianie: 1,5; zas na Il zmianie: 1,7) b) 1,58
c) 20 pracownikdw; 40%

5.16. 23

5.17. Ela

5.18. X, =5,8;x,=8,1; X, =6,65; X, > 70, zatem kawa zostanie wprowadzona do sprzedazy

Mediana z préby i moda z préby

5.19. a)jM,=3,M,=3 b)M,=3, M, =5 c) sq dwie mody 7 oraz 9, M, =8
dM,=4,M,=4 eM,=7,M.=4 fIM,=1,M,=1

5.20. M, =34 min lub M, =42 min, M, =37 min, X =~ 37,4 min

5.21. a)tabela liczebnosci

Ocena

2
Liczebnosé | 4 8 | 12

byM,=3,M,=3 ) ¥=~28 d)875% e€)62,5%




Odpouwiedzi do zadan 263

5.22.

5.23,
5.24.

f) diagram kotowy procentowy

a) diagram czestosci wzglednych
8.
22 |

czestosé wegledna
(=3}

% 487 B 10
czas oczekiwania [min)

b)M,=5lubM,=10;M,=6  c)ok.6,7 min  d)50%
a)33  b)2,02 ¢)34% d)M,=2,M,=2
a)186stron  b)M,=2lubM,=3;M.=2,5 )X ~24 d)ok.258%

Wariancja i odchylenie standardowe

5.25.
5.26.
5.27.

5.28.
5.29.

5.30.

Test sprawdzajacy do rozdziatu 5.

a) M, =1820 zf, M, = 2210 zt b) 2405zt 71gr ¢)62% d) ok. 1284 zt
a)1199¢g b)1,71¢g c) ocenita pozytywnie

a) dla tucznika | = M, = 26; dla tucznika Il - M, =28

b) dla tucznika | — x, = 25,4; dla tucznika Il — x, = 27

c)o, =34 0,21

a) X = 25,35 mm b)o=0,3mm

a)M,=40 b) x = 42; marzec, maj, czerwiec, listopad i grudzien

c)o=18 d) w styczniu i lutym

dla | druzyny: X =1,4; 0 ~ 1,16; dla drugiej druzyny: ¥ =1; 0 ~ 1,18

!Numerzadania 1 2 : 3
|

|Odpowiedz | C |

s
- < T - T - (B

4
A A D




264 Matematvka. Zbidr zadarn. Klasa 3.

Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 5.

531. x=7; x =5,7; 0*=4,61; 0~2,15

5.32. a)x=3iy=5Ilub x=5iy=3

5.33. a)2,984 b) 125

5.34. a)M,=5; M,=3,5 b) X =3,54 c)0?=2,5684; o~ 16
5.35. 12 lekarzy

5.36. S5oraz2

5.37. a)M,=2,M,=2 b)¥=2 <clo=1

5.38. ocene ,dobry”

539. 75

5.40. x,=X, +8, 0,=0,

6. Geometria przestrzenna
Ptaszczyzny i proste w przestrzeni

6.1. a) proste k i m sg skosne lub proste k i m sie przecinaja b) proste ki m sg skosne
6.2. a)nie b) tak

6.4. wskazowka: Wykaz, ze PQ || AB.

6.5. wskazéwka: Wykorzystaj twierdzenie o linii taczacej srodki bokow w tréjkacie.

6.6. wskazowka: Udowodnij, ze PQ || BC, oraz BC, || AD,. Nastepnie wykai, ze [D,P| = |AQ|.

Rzut réwnolegly na ptaszczyzne. Rysowanie figur ptaskich w rzucie réwnolegtym
na pfaszczyzne

6.10. |A,C,|:|C,Dy:|D,B=1:2:3

6.11. |A,D,|: Dl :|EBy=1:1:2

Prostopadtosé prostych i ptaszczyzn w przestrzeni. Rzut prostokatny na ptaszczyzne

6.14. wskazéwka: Wykaz, ze prosta AB jest prostopadta do ptaszczyzny (BSC).

6.15. a)tak b) nie ) nie d) tak e) nie f) tak

6.16. tak

6.17. wskazowka: Wykaz, ze SO L AB oraz ze trojkaty AOS, BOS i COS sa przystajace.
6.18, 11cm

6.18. 13cm

6.20. 8cm

Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych

6.22. nie
6.25. 25,5cm
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6.26. 8cm
6.27. 20cm

Kat miedzy prostg a ptaszczyzna. Kat dwuscienny
8.28. a)dcm  b)4av2ecm  ¢) 443 cm
6,29, a) 1% b)0,8

6.30. 0,8
6.31. 1dm

6.32. 26 cm
6.33. a)1,6 b)2

3J34

6.34. a) b) 0,6

6.35. a)45°  b)0,6 c}l%
Graniastostupy
J6

6.36. a) T b) J3 em

6.37. d=5+2 cm; 45°
6.38. d,=10cm, d, =810 cm, d, =617 em

639. a2 N0 B
10 3
3 /33
6.40. a) £ b) L) ¢) 30°
3 6
6.41. 30°

6.42. a)60° b) V139 cm
6.43. 4\@ cm

6.44. d,=10cm, d,=+/91 cm

6.46. a)s= g+2, k= 3?” b)s=7, k=15

6.47. w=14, 5=9, k=21
6.48. dziesieciokaty



266

Matematyka. Zbior zadan. Klasa 3.

Ostrostupy
6.51. a) 6 scian, 10 krawedzi b) n scian, 2(n — 1) krawedzi
6.52, 8
6.53. a) 2042 cm b) 1046 cm c) 1047 cm
6.54. a)3cm  b)W17em ¢ 2,4cm
1
6.55. a)30° b)2—
4
6.56. tga= 2,55
6.57. a)1  b)0,5v6
6.58. a)4dm b) 30°
6.59. b)a=3+6
6.60. a)20y3 cm  b)60cm
6.61. ﬁ
5
6.62. a)30°  b)60°
6.63. 90cm
6.64. 15043 cm?
6.65. a)12cm  b)h, =410 cm, = 3J17 em
6.66. i
13
6.67. 12cm
6.68. 9E cm
30
6.69. E
17
6.70. 363Y3 cm?
4
6.71. a)|AB| = /337, |AS| =15 cm, |BS| = 20 cm
7.72. a)45°  b) ?
6.73. a)15cm b) %
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6.74.

6.75.

33 dm
4

310

10

Siatka wieloscianu. Pole powierzchni wieloscianu

6.80.

6.81.

6.82.
6.83.
6.84.

6.85.

6.86.
6.87.
6.88.

6.89.
6.90.

6.91.

6.92.

6.94.

6.95.
6.96.

6.97.

6.98.

Objetosc figury przestrzennej. Objeto$é wielocianéw

6.99.

6.100. a) (780 + 84+/5) cm? (= 968 cm?)

a)4d b) 12
a)12dm? b) 384 cm?
a) 120 cm? b) 192 cm?

a)600(1+2v2)cm?  b) 2700 cm?
5cm,5\f§ cm, 5+/3 cm

V3

6
2520 ¢cm?

8(3++/3) dm?

a) 14 dm b) 5 dm?
5v3 cm

48 cm?

V2
i,

H
2

12(4 + Va1) cm?

a) V3dm,2dm, 2dm, V5dm  b)(3+3)dm?

2720 cm?
26 dm?

(JE:,\E)OZ

4

128 litrow

6.101. 3cm

6.102. 404/15 dm?

6.103. 182 cm?

6.104. P, = 6 dm?, V=1,53 dm?

b) 1260+/5 cm? (= 2817 cm® = 2,8 1)

267
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6.105. 108 cm?
6.106. P, =378 cm?, V=324 cm®

6.107. 2(1+ Jé] dm?

6.108.

33 1 ( Sin(60°+a )sin(a —60°) )
-£d3 e o :%da ( Jsin ) ;  «e(60°90°

16 4cos’a L cose

J
3

6.109. V= d? tg?a -1  P.=d? (1+Jzzg1a —2), a € (45°,90°)

6.110. V= %Vl'tgza —1,P.=a}l+tga)

6.111. 25042 cm?

6.112. r* \9tg’c —3

6.113. a) 1dm b) —\QE dm
1

6.114. — m?
3

6.115. 48 cm?

6.116. 1800 cm?®
6117. a) 7,5 b) 200

1
6.118:a) — b) 3
24

1234
7

1

6.119. dm (= 4,1 dm)

d3
becosu -sin2a
d*Vacos’a -1

12cos’ & -sin2a

6.120.

6.121.

Przekroje wieloscianéw
6.123.¢)
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6.124. b) ﬁ-"' _
- /
'3
ﬂq} : =
— —es )
/X h""\h%
.__.-"|X.
6.125. a) ¢ =90°
6.126. Przekroj jest trapezem réwnoramiennym

6.127.

wskazoéwka: Przekroj jest trojkatem, ktérego podstawa jest krawed? podstawy ostro-

stupa. Poprowadz jego srodkowa na te podstawe.

Przekroje wieloscianéw — zadania

6.128.

6.129.
6.130.
6.131.

6.132.

6.133.
6.134.
6.135.

6.136.
6.137.
6.138.

6.139.

6.140.

6.141.

a3
=3
376 cm?
600 cm?
ok. 55°

a2

2

24(wfé - 1)0; wskazéwka: Przekrojem jest trapez réwnoramienny.
2J6

P2

3243

P,=25cm?* P,=100cm? P,=225cm?
64 :61

EJp_S
3

163
abxﬁ

4
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6.142. 3 dm?

av12H? +3a°

a4

6.143.

6.144. 507 cm?
6.145. cos i =ctg

2
§aE 22 V2
16
cos 2a 3 2
6.147. a) - b) —j4cos"a -1
2cos‘u 3
6.148. s
11
576 , b
6.149. T: wskazéwka: Rozpatrz dodatkowo przekroj plaszczyzng wyznaczong przez wy-

sokoé¢ podstawy i wysokosc ostrostupa.
6.150. a) ; b) 629 cm?; wskazéwka: Spodek wysokosci ostrostupa jest Srodkiem

krawedzi AC. Przekréj ostrostupa dang ptaszczyzna jest réwnolegtobokiem. Wyznacz
wysokosé tego réwnolegtoboku poprowadzong na krotszy bok.

Bryty obrotowe. Pole powierzchni bryt obrotowych

Walec

6.151. 90°

o 400743
bis

6.153. 2P, + P,
6.154. a) 80w cm? b) 120 cm?

6.155.5:8
6.156. 1 [ctg? S —1 =+ Jeosa
2 .o
sin-
2

6.157. 3 cm: wskazowka: Poprowadz dwie rownolegte do siebie ptaszczyzny zawierajace od-
powiednio odcinek AB i o$ walca, nastgpnie oblicz odlegtosé miedzy nimi.

Stozek

6.158.a)90° b)72°  c)240°

6.159, a) 216° b) 40° c) 300°

6.160. h=2V2 m, r=1m
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6.161.

6.162.

6.163.
6.164.

6.165.

6.166.
6.167.

6.168.

6.169.

6.170.

6.171.

6.172.

6.173.

6.174.

2nr
Joer

b) 200v2 7w em? ¢) 2401 cm?
10cm
5

8

60°

a) 144mcm?  b)96mcm?  ¢) 67,27 dm?
8400n

29

43

3

TRim?

(m+n)?
R*\3
2
Rz
2hr
2r+hy2
8n

Kula i sfera

6.175.
6.176.
6.177.
6.178.
6.179.
6.180.
6.181.
6.182.
6.183.

6.184. r=

16007 cm?
a) 34 300 km b) 28 000 km
ok. 824 km
15cm, 5cm
9001 cm?, 2561 cm?
212rn
5cm
13 ¢cm
r=3cm R=85cm
dsin2a R— d
2(1+cosa) 2sina

271
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Objetosé bryt obrotowych
6.185, 23667 cm?

6.186. 36 cm?
6.187. 77761 cm?

6.188. 3427 dm?
6.189. 187 dm? lub 162 dm?

6.190. 2223 dm*  lub 54 BB cind
T FIs

6.191. 7cm
6.192. 30 cm
6.193. 87 m?, 59 m?

6.194. V=72n cm? Pc=40\/§n

6.196. |——

n-k

6.197. “dPsin ccosia
4
p3

16mV?
6.199. V=181y2 cm® P =18x(1+v2) cm?
6.200. 1007 cm?
6.201. 967 cm?
6.202. a) 2000% cm®  b)1500% cm®  ¢) 12007 cm’
6.203.1:7:19
6.204.1: 3
6.205. V=nH? 120° =«
6.207. a) 3 b) 9
6.208. 4,9 |
6.209. 5,5cm
6.210. 2887 cm?, 144r cm?
6.211.01cm

6.198.

2
6.212.1—- m
3

6.213. 1,5raza
6.214.1:4

6.215. 4V tg3% ctga
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6.217. md ; wskazowka: Rozwai trzy przypadki: gdy srodek kuli nalezy do
6(d* —R?)Vd? ~R?

wnetrza stozka, jest srodkiem podstawy lub lezy na zewnatrz stozka.

4
6.218. i n-H lub g:: : [\/g ~2) - H% 20bacz wskazéwke do zadania 6.217

Zastosowanie analizy matematycznej w rozwigzywaniu zadan z geometrii prze-
strzennej

6.219. 4cm, 4 cm, 4 cm, V= 64 cm?; wskazowka: V(x) = —2x* + 12x?, gdzie x € (0, 6), x — diu-
gosc krawedzi podstawy.

6.220. a) P(x) = 4x* + 27 , gdziex € (0, +=¢) b)1,5dm, 3dm, 2dm
X

6.221.r= h

446 443 128743
— Cm = — tm = —
3 3 27

: : cm?; wskazéwka: V(h) = %{-H +16h),

gdzie h € (0, 4), h — wysokos¢ stozka, V(h) — objetosé stozka w zaleinosci od jego
wysokosci h.
AY
6.222. a) V[h}:g(—h3+p2h], gdzieh e (0,0) 35
il 27
V'(h) = %(—3}:2 +p?)

b)6cm

256

6.223. wysokos¢ puszki 8 cm, promien podstawy puszki 4 cm; wskazowka: P(r) = 2xr’ + ]
»

gdzie r € (0, +=), r — promien podstawy puszki, P(r) — pole powierzchni catkowitej
puszki w zaleznosci od r.

6.224. krawed? podstawy ma diugosc b; wskazéwka: P(x) = %\!—x" +20°x%, xe (0, b\E],
x — dtugosc krawedzi podstawy, P(x) — pole przekroju ostrostupa w zaleznosci od x.

6.225. 44/3 1 cm?; wskazowka: V(R) = rrs.@(—ﬁ'a + 3R?),gdzie R = (0, 3), R — promier podsta-
wy walca, V(R) — objetos¢ walca w zaleznosci od R.
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6.226.

6.227.

6.228.

6.229.

6.230.

6.231.

4\?— cm na 12\/— 2 24x2 - 2,10 X3,

cm na 2-3- cm; wskazowka: V(x) =

6v10

gdzie x € (0, -—5—] x = dtugosc krotszej krawedzi podstawy prostopadtoscianu,
V(x) - objetosé¢ prostopadioscianu w zaleznosci od x,

2V2-R . 4R

r= ,h-?, wskazéwka: V(h) = —( h* +2Rh?), gdzie h < (0, 2R), V(h) - obje-

tosc stozka w zaleznosciod | jego wysokosci h.

1 2
r= 6\/5, h = 24; wskazéwka: V(h) = BZ—TTE gdzie h € (12, +), h — wysokoéé stozka,

V(h) - objetos¢ stozka w zaleznosci od jego wysokosci h,

-a* +10a° -
2, \/5_; wskazowka: V(a)= 41H—a——$—ﬁ, gdzie g & (\E Zﬁ] a — ditugosé
a

krawedzi podstawy prostopadfoscianu, V(a) - objetos¢ prostopadioscianu w zalezno-
Sciod g,

N2 ; wskazéwka: V(x) = %v‘—xs +3r’x*, gdzie x & (0, r/3), x - dtugo$é krawedzi

podstawy ostrostupa, V(x) — objetos¢ ostrostupa w zaleznosci od x.

Vix) = —\f18x -x%, gdziex € (0,3V2); v V,al2v3) =443

Test Sprawdzajacy do rozdziatu 6.

-

Numer zadania 1|2|345's|7i|9£
C

‘Odpowxedz | i| B I D | |
| Numer zadania | 11 | 12 |_3 |14 |15 |16 | 17 | 18 | 19_|_20_|
| Odpowied: |A_D|_A8C| D A B

Zadania powtdrzeniowe do rozdziatu 6.

6.232.

2,5cm

6.233. 13 cm

TR
3
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Odpowiedzi do zadan
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wskazowka: a) Skorzystaj z twierdzenia o linii taczacej srodki bokow w trojkacie.
b) Oblicz objetos¢ odcietego ostrostupa na dwa sposoby.

a)50  b)5+2

Jia

2

2dm lub =2 aii

25n dm?
V=150% cm®= 471,2 cm? P.= 1601 cm®~ 502,7 cm?
189m cm?
288n cm?, 144w cm?
P.=4nR? - sin’ct - cosa + (1 + cos @) = 27R? - sin 2z - sin « (1 + cos &)

8n 5 2n ; : ;
V= —3—R3 - sinez - cos’er = ?ﬁ” - sin%ee - sin’2¢t; wskazéwka: Rozwaz trzy przypadki:
gdy srodek kuli nalezy do wnetrza stoika, jest srodkiem podstawy lub lezy na ze-
wnatrz stozka.

18.1\[5; wskazowka: Pole przekroju osiowego jest rowne 5-6‘ -sina | jest najwiek-

sze, gdy sina = 1.
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Matematyka. Zbiér zadari. Klasa 3.

6.262.

6.263.

6.264,

6.265.

2 cm (wysokosé otrzymanego stozka), 242 ¢m (promieri podstawy otrzymanego stoi-
ka); wskazowka: V(h) = g[lzh ~ h), gdzie h € (0, 2\/51, h — wysokoé¢ otrzymanego

stozka, V(h) - objetos¢ otrzymanego stoika,

4 ..
10 cm, 10 cm, 5 cm; wskazowka: Px)=x? + —E gdzie x € (0, +=), x — dtugos¢ kra-
X

wedzi podstawy.
wskazowka: V(H) = j\?{—.‘-ﬂ +12H?), gdzie H & (0, 12), H— wysokos¢ ostrostupa, V(H)

— objgtos¢ ostrostupa w zaleznoéci od jego wysokosci H. Oblicz diugosci wszystkich
krawedzi ostrostupa.

125742

2
walca, P(H) — pole powierzchni bocznej walca w zaleznoéci od jego wysokosci H.

cm?; wskazowka: P(h)=rv—-H* + 100H?, gdzie H < (0, 10), H - wysokosé




