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6.28. Prosta k przebija ptaszczyzne T w punkcie A. Punkt B nalezy do prostej /, ktdra
jest rzutem prostokatnym prostej k na ptaszczyzne 7 oraz |AB| = 8 cm. Oblicz odle-
glosé punktu B od prostej k, jesli kat nachylenia prostej k do ptaszczyzny 1 ma miare:
a) 30° b) 45° ¢) 60°.
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6.34. Trojkat prostokatny ABC zawiera sie w ptaszczyznie 71, przy czym |<<ABC| = 90°
oraz |AC| = 20, |AB| = 12. Odcinek DC jest prostopadiy do ptaszczyzny 7 i ma diu- |
gosc 12. Oblicz: d

a) sinus kata nachylenia prostej AD do ptaszczyzny v O

b) sinus kata naxhylenig F aszczyzny (ABD) do ptaszczyzny 7.
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6.31. Dane sa dwa przystajace rownolegtoboki ABCD i DCEF o wspdlnym boku DC.
Miara kata ostrego obu réwnolegtobokéw jest rowna: |<<CDA| = |<{BQC| = 30°. Pfasz-
czyzny zawierajace te réwnolegioboki tworzg kat dwuscienny oVmierze 60°. Wie-
Jdzac, ze |AD| = |DF| = 2 dm, oblicz odlegto$¢ miedzy prostymi AB i EF.

6.35. Trojkat prostokatny ABC zawiera sie w ptaszczyinie 7, przy czym |AB = 10, ¢
BC| = 6 oraz |ACB| = 90°. Odcinek CD jest prostopadly do ptaszczyzny 7 i ma diu- ((‘\-
gos¢ 8. Oblicz:

a) miare kata nachylenia prostej AD do ptaszczyzny
b) cosinus kata nachylenia prostej 8D do ptaszczyzny 7

ck):anseﬂﬁéanﬁd{xlécm\czymy (AB.D) do ptaszc ny 7.
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6.33. Trzy punkty A, B, Clezace na ptaszczyznie T wyznaczaja tréjkat réwnoramien-

ny, w ktérym |AC| = |BC| = 5 oraz |AB| = 6. Odcinek DC jest prostopadty do ptaszczy-

zny 7, a jego dtugosc jest réwna 8. Oblicz:

a) tangens kata nachylenia prostej BD do ptaszczyzny 7

b) tangens kata nachylenia ptaszczyzny (ABD) do ptaszczyzny 7. M ) {g
v') -

6.71. Podstawq ostrostupa ABCS jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym prazypro-

stokatne maja diugos¢: |AC| = 9 cm, |BC| = 16 cm. Spodkiem wysokosci ostrostupa

jest wierzchotek C. Wiedzac, ze wysokos¢ ostrostupa jest réwna 12 cm, oblicz:

a) dtugosc bokdw tréjkata ABS

b) tangens kata nachylenia p'a&zczyzn
stupa. L

ffolaszczyzny podstawy tego ostro-
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Zadania.

1.1. Dany jest czworoécian ABCD. Odcinek BE jest érednicg okregu
opisanego na tréjkacie ABC. Wykazac, ze jesli DI jest wysokoscig tego cawo-
roécianu, to

YDAB=4DCB=90°.
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1.2. Dany jest czworodcian ABCD, w ktorym wszystkie katy przy wierz-
chotku A sa proste. Dowiedé, Ze spodek wysokodcl tego czworoscianu, opusz-
czonej z wierzcholka A jest ortocentrum tréjkata BCL.

1.3. Dany jest czworokcian ABCD, w kibrym
$ABC=9BAD=4BCD=90°.

Udowodnié, e rzut prostokgtny punktu D na plaszczyzng ABC jest punktem
symetrycznym do punktu B wagledem srodka krawedzi AC.

1.4. Udowodnié, ze je€li w caworoscianie ABCD krawedzie AB i CD sg
prostopadte, to wysokoéci poprowadzone 2 wierzcholkéw C' i D przecinajg sig.

1.5, Wykazaé, ze jeéli w czworoécianie istnicje punkt wspélny wseystkich
wysokagel, to spodek kazdej z nich pokrywa sig z ortocentrum Sciany, na ktéra
zostala ta wysokodé poprowadzona.

1.6. Wykazaé, ze jeli w czworoscianie spodek pewnej wysokosci pokrywa
sig z ortocentrum &ciany, do ktdrej zostala ta wysoko$¢ poprowadzona, to kazde
dwie preeciwleghe krawedzie sg prostopadle.

1.7. Rozstrzygnaé, czy istnieje czworoscian, ktérego wszystkie Sciany sg
tréjkatami prostokatnymi.

1.8. Rozstrzygnal, czy dla kazdej liczby naturalnej n > 3 istnieje ostro-
shup A1 4z... 4,5 0 podstawie A1Ay... Ay, ktorego wszystkie sciany boczne
sq trojkatami prostokatnymi.

1.9. Rozstrzygnaé, cay istnieje taki ostrostup ezworokatny, ktorego kazda
krawed? boczna jest prostopadla do ktérejé krawedzi podstawy.

Prostopadiosé

Definicje.

Proste prostopadle - proste k i £ znajdujace sig w przestrzeni sg pro-
stopadle (ozn. k_L£), gdy albo leza w jednej plaszezyznie i sg prostopadle albo
istnieje prosta m réwnolegia do £ wspolplaszczyznowa z & i do niej prostopa-
dia

Prosta prostopadla do plaszezyzny - prosta k jest prostopadia do
plaszezyzny 7, gdy jest prostopadia do kaidej z prostych zawartych w tej
plaszezyznie.

P ) -p i W sg dle, gdy
istnieje prosta k zawarta w plaszezyfnie m; prostopadia do plaszezyzny

Twierdzenie 1.1.

Prosta & jest prostopadla do plaszezyzny m wedy i tylko wtedy, gdy
jest prostopadia do pewnych dwdch nieréwnoleglych prostych lezacych w tej
plaszeayinie.

Dowdd

Wystarczy oczywiscie dowiesé implikacjg w lewo. Niech M bedzie punk-
tem preeciecia si¢ prostej k z plaszezyzna  (rys. 1). Zalézmy, ze prosta k jest
prostopadia do pewnych dwdch prostych € i m oraz ze obie one przechodza
przez punkt M (mozemy tak zrobi¢, bowiem przesunigcie réwnolegle prostych
£im nie wplywa na ich prostopadlosé do prostej &). Wystarczy jedli udowod-
nimy, Ze prosta & jest prostopadia do dowolnej prostej n przechodzacej przez
punkt M (2 tego samego, co wezesniej powodu)

rys. 1

Niech A i B bgda, dwoma punktami lezgcymi na prostej k po przeciwnych
stronach punktu M, takimi, ze AM = BM. Na prostych £ im wybierzmy w do-
wolny sposéb odpowiednio punkty C i D (rézne od M) oraz niech prosta CD
przecina prosta n w punkeie N. Z prostopadiosei prostej k do prostych £ i m
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[ oras Townoze T = DT Wiy, Te e = DT Orr =TT

tréjlaty ACD i BCD sq przystajace. To zaé oznacza, se przystajace s takie
trojkaty ACN i BON (bok-kat-bok), skad AN = BN. Trojkat ANB jest wige
réwnoramienny, zatem jego $rodkowa M jest prostopadla do podstawy AB
To pociaga za soba prostopadloéé prostych n i k i koficzy dowbd twierdzenia

Zadania dotyczace sie w oparciu o

schemat, Zalézmy, ¢ chcemy dowieéé, e prosta a jest prostopadia do prostej b.
W tym celu musimy najpierw znalesé dwie nierownolegle proste p i g (leiace
W tej samej plaszczyinie, co prosta b), ktbre sy prostopadie do prostej a.
Nastepnie wystarczy zastosowaé twierdzenie 1.1

W rozwigzaniach niektorych zadasi mozna zastosowaé twierdzenie o trzech
prostych prostopadiych, ktére sformulujemy ponizej. Jest ono szczegélnym
przypadkiem opisanego schematu, cho byé moze nie widaé tego na pierw-
szy rzut oka.
Twierdzenie 1.2. (Twierdzenie o trzech prostych prostopadiych)
Prosta k przecina plaszezyzne = w punkcie P i nie jest do niej prostopa-
dla. Prosta ¢ nalezy do plaszczymy w i praechodzi przez punkt P. Niech &'
bedzie rzutem prostokatnym prostej k na plaszczyzme 7. Wéwezas prosta £
jest prostopadia do prostej k wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostopadia do
prostej k'.
Dowdd
Niech A bedzie dowolnym punktem na prostej k roznym od P, za$ A’
jego rzutem prostokatnym na pleszczyzne 7. Wowezas punkt A’ nalezy do
prostej &, a prosta AA’ jest dla do pl: 61noé
takse do prostej .

W

1ys. 2

pro-

Zalésmy najpierw, ze prosta £ jest prostopadia do prostej k. Stad iz
stopadlodci £ oraz AA’ wynika, ze prosta £ jest prostopadia do plasz
ny PAA' wyznaczonej przez k i AA' (twierdzenie 1.1). W takim razie do-
stajemy £ LK.

Prayjmijmy teraz, e prosta  jest prostopadla do prostej &’ Stad i z pro-
stopadlosci £ i AA’ dostajemy prostopadlosé € do plaszczyzny PAA'. To pro-
wadzi do wniosku, 7e £ L k.
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Powyzszy dowdd zaprezentowal nam takze wezeéniej opisany schemat
Uiyjmy go teraz do rozwigzania ponizszego zadania.

Przyktad 1.1.

Udowodnié, #e jesli w czworoécianie ABCD wysokoéei poprowadzone
2 wierzcholkéw C i D przecinaja sie, to krawedzie AB i CD sa prostopadie.

Rozwigzanie

rys. 3

Zalézmy, ze wysokodel CC” i DD’ danego czworofcianu ABCD przecinaja
sie (rys. 3). Skoro prosta CC' jest prostopadia do plaszczyzny ABD, to jest
tez prostopadia do krawedzi AB. Analogicznie dowodzimy, e prosta Dp'
jest prostopadta do krawedzi AB. To zaé oznacza, Ze plaszczyzna wyznaczona
przez proste CC' i DD' jest prostopadla do prostej AB (twierdzenie 1.1).
W takim razie prosta AB jest prostopadla do dowolnej prostej lezace] w tej
plaszczyznie, a wige w CD.
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